Chapitre 9

Intégration

1 Introduction

La théorie de l'intégration est issue de la nécessité pratique de calculer les aires et les
volumes. Les calculs d’aires de carrés, rectangles ou triangles n’ont jamais présenté de
difficultés. En revanche, le calcul d’aire ou de volume de figures plus complexes a été un
probléeme ardu.

L’avancée principale est due a Eudoxe de Cnide (408-355 av J. C.) qui a inventé la méthode
d’exhaustion. Elle consiste a approcher une figure géométrique dont on veut calculer la
longueur, laire ou le volume par des figures inscrites et circonscrites que I'on sait calculer.
Par passage a la limite, on obtient le résultat recherché.

En utilisant de telles considérations, Eudoxe (400 - 355 av J. C.) a trouvé le volume de
la pyramide et du cone circulaire. Archimede (287 - 212 av J. C.) a utilisé cette méthode
pour calculer la circonférence du cercle, I'aire de ellipse, I’aire d’un segment de parabole,
le centre de gravité d’un triangle, ’aire et le volume de la sphere etc.

Les siecles suivants n’ont pas apporté de progres notables, jusqu’au dix-septieme siecle
avec Cavalieri et Barrow et surtout Leibnitz et Newton qui ont fondé le calcul différentiel
et intégral.

L’objet de ce chapitre sera de calculer 'aire de la surface comprise entre les droites y = 0,
x = a, r = b et le graphe d’une fonction f bornée sur l'intervalle [a, b].

1.1 Calcul de l’aire d’un segment de parabole (Archimeéde)

C’est la deuxieme démonstration d’Archimede, la premiere utilisait des triangles et était
beaucoup plus compliquée. Celle-ci utilise des rectangles et correspond a la technique
actuelle.

Soit la parabole d’équation y = bxz? pour 0 < = < 1. On cherche I'aire comprise entre la
tangente a l'origine d’équation y = 0, le segment de parabole et la verticale d’équation
=1
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b (Lb)

On divise l'intervalle [0, 1] en n parties égales (n = 5 sur la figure). On remarque que pour
k—1 k k—1)\? k2
— <z<-—-ona: b(—) §y§b<—> .
n n n n
On construit alors les polygones C), et I, montrés sur la figure. Tous les deux sont des
pieme

réunions de rectangles. La frontiere supérieure de C,, dans le intervalle est le segment

de droite :
k—1 k k2
gxﬁ_?l/:b -
n n

1
La largeur de chaque rectangle est —.

n
En additionnant les aires des rectangles, on obtient :
1\*  [2)\? - 1\? 2\ 1
w(Cn) = b <—> +<—> +-~+<n > +(E) )—
n n n n n
1\? [2)? —-1\?\1
s = o)) o ()
n n n n

b
On remarque que : u(Cyp) — u(l,) = o 0 quand n — oo.

On démontre (par récurrence) que :

1)(2 1

6
b 1)(2 1 b
Alors lim p(Cy) = lim _3n(n+ )@n+1) = _.
n—00 n—oo N 6
En conclusion, l'aire comprise entre la tangente a 'origine d’équation y = 0, le segment

b
de parabole et la verticale d’équation x = 1 est égale a lim u(C,) = lim u(l,) = -.
n—o00 n—o00 3
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Ce tres joli résultat fut beaucoup admiré, mais ses possibilités ne furent pas exploitées

avant que Cavalieri, vers 1630, n’attaque et résolve le probleme correspondant pour la
parabole cubique y = 3.

Exercice : Démontrer par récurrence la relation :

D(2n+1
12+22+32+-~+(n—1)2+n2:n(n+ )6( ntl)

2 Fonction intégrable au sens de Riemann

2.1 Définition

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. L’objet de ce début de chapitre est de calculer
I’aire, si elle existe, de la surface délimitée par les droites y = 0, x = a, z = b et le graphe
de f.

On peut approcher cette aire par la somme finie d’aires de rectangles comme suit : on

b— b—
divise 'intervalle [a, b] en n intervalles I; = [a + (i — 1) a’ a+1i a], 1=1,--+,n, de
n n

longueur

a b

Alors laire recherchée, si on peut la mesurer, est comprise entre

n n
b—a b—a
Up = E m; et v, = g M; ,
: n - n
=1 =1

ou M; = sup f(x) et m; = inf f(x).
zel; zel;
Remarque : La fonction f est bornée donc pour tout i = 1,--- ,n, les réels m; et M;

existent et on a u, < v, pour tout n > 1.
Exercice : Soit f:[0,1] — R la fonction définie par :

{0 si0<z<1/2
f(x)_{l sil/2<z<1

Calculer dans ce cas u, et v,.
Remarquer que la suite (u,),>1 n'est pas croissante et que la suite (v,),>1 n’est pas
décroissante.

Définition 2.1.1 On dit que f est intégrable (au sens de Riemann) sur [a,b] si ces deux
suites convergent et ont méme limite. Cette limite s’appelle l'intégrale de f de a a b et se
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note :

/a ’ F(t)dt

Remarque : Dans cette notation / f(t)dt, la variable t est une variable "muette”, en

fait / ftdt = / f(s)ds = / flu)du = / f(x)dx, on emploie la variable que 1'on

veut.
Exercice : Montrer que les fonctions suivantes sont intégrables (au sens de Riemann) sur
I'intervalle [0, 1] :

1. f:x— cou c est une constante.
2. frx—2x+3
si 0<z<1/2

x=1/2
si 1/2<x<1

3. frxm

=N O
)
—

Remarque : Il existe des fonctions bornées qui ne sont pas intégrables au sens de Rie-
mann. En effet, soit f : [0,1] — R définie par

f(a;)—{o si zeQnlo,1]

1 1 sinon

On sait que tout intervalle de R, non réduit a un point, contient au moins un rationnel et
un irrationnel. En reprenant les notations ci-dessus, on trouve u, = 0 et v,, = 1 pour tout
n > 1. Donc f n’est pas intégrable sur [0, 1].

Proposition 2.1.2 Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Pour chaque n, on choisit

. b—a
i €l;,,i=1,---,n et on pose wy, :z;f(a;i)T, n > 1.
1=
La fonction f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b] si, et seulement si, toutes les
suites de la forme (wp)n>1 convergent vers une méme limite.

Démonstration :

1. Supposons que f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b]. Pour z; € I;, on a :
m; < f(x;) < M;. Ce qui donne :

n
b—
i=1

n

© 3 fan)?

=1

n
a b—a
1=

n
En utilisant le théoreme d’encadrement, on sait que la suite Z fax)
i=1

est con-

vergente et converge vers / f(t)dt
a
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2. Supposons que toutes les suites (wy,),>1 tendent vers une limite L. Montrons que f
est intégrable au sens de Riemann sur [a, b].

1
Soit n € N. Le réel M; — — n’est pas un majorant de {f(z); « € I;} et donc il existe
n

1

x; € I; tel que M; — — < f(x;) < M;. (Voir chapitre 3, page 49, paragraphe 4.3.
n

Borne supérieure).

Ainsi pour chaque n, on trouve n nombres z; de [a, ], chacun pris dans I;. On pose

Wy, :Zf(xi)b_a. On a
i=1

n

Mais

& b—a
wn—ZMZ "
=1

quand n — 400,

n
h—
et donc lim ZMZ ¢ _ L.
=1

n—oo 4 n

n
. , . ) b—a 1
On fait une démonstration analogue avec la suite u,, = E m;——, car m; +— n’est
n n
i=1
plus un minorant de {f(x); € I;} et donc on peut trouver z; € I; tel que

B 1
migf(xi)<mz‘+ﬁ-

Ainsi pour chaque n, on trouve n nombres Z; de [a, b], chacun pris dans I;. On pose
n

Wp, :Zf(:fci)b;a. On a

i=1

Mais

- b—a
wn—g m;
, n

quand n — —i-_oo,

n
. b—a
et donc nh_{go Z m; - = L.
i=1
b
Donc f est intégrable au sens de Riemann et / f@t)dt = L.
a

Remarque : Les suites de la forme (wy,),>1 sont dites sommes de Riemann attachées
a la fonction f.
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2.2 Propriétés de l’'intégrale

Proposition 2.2.1 (Linéarité) Soient f et g deux fonctions intégrables sur lintervalle
[a,b]. Alors f + g est intégrable sur |a,b] et

/ U+ g ()it = / " pleyd + / o

Si \ est un nombre réel

/ab M (t)dt = A/abf(t) dt.

Démonstration :
n

On écrit Z(f + g)(xz)b_—a = Z J ()
i=1

: n
=1

n
a b—a . . ..
+ E 1 g(:vi)T, puis on passe a la limite.
1=

b—
n

b—a

De meé Scrit A i
e méme on écri Z( F)(x) -

i=1 =
Remarque : Si f et g sont deux fonctions intégrables sur l'intervalle [a,b], on peut

n
b—a
=A E f(x;)——, puis on passe a la limite.
n
i=1

b
montrer que f - g est intégrable sur [a,b], Par contre, généralement / f)g(t)dt #
a

([ s ([ atorat). par exempie:
/Oltzdt: é et </01tdt> </01tdt> :%

Proposition 2.2.2 Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions égales sur [a,b] sauf en un

b b
nombre fini de points. Si f est intégrable, il en est de méme de g et / ft)dt = / g(t)dt.

Démonstration : Posons h = f—g. D’apres la proposition précédente, il suffit de montrer
b

que h est intégrable sur [a,b] et que / h(t)dt = 0.

a

Soient ¢, -+, ¢p, Cpt1,- -+, Cq les points olt h est non nulle, avec h(c;) > 0pouri=1,---,p
et h(¢;) <Opouri=p+1,---,q.
—a
Soit N = — € R. Pour tout n > N, l'intervalle I;,7 = 1,--- ,n, contient
ming<i<j<q | — ¢
b—a <& b—a < .
au plus un ¢;. Alors u, = Z h(c;) et v, = Zh(ci). Alors lim u, =

n—oo
i=p+1 i=1

lim v, = 0.
n—oo

Proposition 2.2.3 (Positivité) Si pour tout x € [a,b] f(x) > 0 et si f est intégrable
b
sur [a,b], alors / f(t)dt > 0.

n
. . b—a s .
Démonstration : Toutes les suites (wn = g flxy) > sont a termes positifs.
n
1 n>1

Donc leur limite est positive (elle existe car f est intégrable).
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Corollaire 2.2.4 Si f et g sont intégrables sur [a,b] et si pour tout x € [a,b] f(x) < g(z),

alors ) )
[ rwar< [ g

Démonstration : Il suffit de prendre h = g — f > 0 et d’appliquer la proposition
précédente.

Corollaire 2.2.5 (Encadrement) Soit f intégrable sur [a,b], M et m deux réels tels
que pour tout x € [a,b], m < f(x) < M. Alors

m(b—a) < /bf(t)dt < M(—a).

Démonstration : Il suffit de prendre hy = f — m et ho = M — f et d’appliquer la
proposition 2.2.3

Définition 2.2.6 (Valeur moyenne d’une fonction) Soit f : [a,b] — R une fonction

1 b
b_ a/ f(t)dt est appelé valeur

intégrable au sens de Riemann sur |a,b]. Le nombre
moyenne de la fonction f sur [a,b].

Exercice : Vérifier que les valeurs moyennes sur [0, 27] des fonctions z +— sinz et = —

sin® z sont respectivement 0 et 5 Quelle est la valeur moyenne de la fonction = +— sinx

sur [0, 7] 7

Définition 2.2.7 Soit f : [a,c] — R une fonction intégrable sur [a,c]. On définit par

convention “ .
/f(t)dt:—/ F(t) dt

/aaf(t)dtzo.

Remarque : Cette définition est compatible avec la définition de Riemann intégrable et
les différentes propriétés de l'intégrale.

2.3 Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Définition 2.3.1 On dit que la fonction f : [a,b] — R est continue par morceauz si elle est
continue sauf en un nombre fini de points c1,ca,--- ,cy oulim - f(x) etlim_ + f(x)

existent (€ R).

Remarque : Une fonction continue est continue par morceaux.

Théoréme 2.3.2 (Résultat essentiel, admis)
Toute fonction f : [a,b] — R continue par morceauz, est intégrable au sens de Riemann
sur [a,b].
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Proposition 2.3.3 (Relation de Chasles) Soit f : [a,b] — R une fonction continue
par morceauz sur [a,b], soit ¢ € [a,b]. Alors f est intégrable sur [a,c] et sur [c,b] et

/abf(t)dt - /acf(t)dt + /be(t) dt.

Remarque : Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,b]. On pose f1(t) =
max (f(t),0) et f~(t) = max (—f(t),0) pour tout ¢ € [a,b]. Les deux fonctions f~ et f7
sont positives. On peut montrer qu’elles sont continues par morceaux sur [a,b] et on a
f=f1t—f sur[a,b]. Grace a la linéarité de I'intégrale (voir proposition 2.2.1), il suffit
de démontrer la relation de Chasles pour les fonctions positives.

Démonstration : Supposons que f est positive. La fonction f est continue par morceaux
sur [a,b] donc ses restrictions sur [a, c] et [c,b] sont aussi continues par morceaux respec-
tivement sur [a, ¢| et [c,b]. En utilisant le théoreme 2.3.2, on sait que f est intégrable sur
[a,c], [e,b] et sur [a,b]. Alors

n—-4o00 n—-4o00

b
/f(t)dt: lim u, = lim wv,,
a
n

— % avec M; = sup f(x) et m; = inf f(z) et

i=1 i—1 z€l; el
) b—
Li=la+(i—1)——, a+1 ,i=1,---,n
De méme .
) ft)ydt = nl_l)l}_loo Up = nll)rfoo Un
" c—a " c—a
ou U, = Zﬁlz et v, = M; avec M; = sup f(x) et m; = inf f(z) et
n ; n T zel;
=1 =1 xel; i
Li=la+(i—1)——,a+1 Li=1,---,n
De méme

~ _b— ~ ~b— ~ .
ou u, = Zml € et Uy = ZM’ € avec M; = sup f(x) et m; = inf f(x) et
i=1 n i=1 n z€l; z€l;

,i=1,-- n.

c b
Remarquons que/ f(t)dt—l—/ ft)dt = liIJrrl (Up, + Up) = lim (U, + Up).

n—-—+00
Comparons maintenant ., + u, et v, pour tous n > 1.
Puisque f est positive, I'élément u,, + w,, est 'aire d’une réunion de rectangles en dessous
du graphe de f alors que v, est l'aire d’une réunion de rectangles contenant la surface
entre I'axe des abscisses et le graphe de f.
D’ou Uy, + 4y < v, pour tous n > 1 et donc par passage a la limite on obtient :

/:f(t)dt+/cbf(t)dt§ /abf(t)dt.
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De méme, en comparant v, + U, et u, pour tous n > 1 et en passant & la limite, on obtient

L%mw+[3wﬁzlvwﬁ
Par suite /ac f(t)dt + /be(t)dt = /abf(t)dt

Proposition 2.3.4 Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceauz, alors |f| est

intégrable sur |a,b] et
b b
/f(t)dt'g/ | ()| dt.

Démonstration : Si f est continue par morceaux sur [a,b]. On peut démontrer que |f|
est continue par morceaux sur [a,b] et donc intégrable sur [a, b].
Pour tout t € [a,b], on a: —|f(t)| < f(t) < |f(t)]. D’ou

b b b b
—/H@W=/—M@W§/f@ﬁ§/vww

et le résultat s’obtient avec la définition de la valeur absolue.

Théoréme 2.3.5 (Théoréme de la moyenne) Soit f : [a,b] — R une fonction con-

tinue. Alors, il existe ¢ € [a,b] tel que / f@)dt = f(e)(b—a).

Démonstration : La fonction f est continue sur [a,b] donc il existe deux réels m, M
tels que f([a,b]) = [m, M]. (Voir chapitre 4, page 66, paragraphe 3.3, théoréme 3.3.4). Par
le théoreme d’encadrement, on a

m(b—a) < /bf(t)dt < M(— a),

et donc

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires chapltre 4, page 65, paragraphe 3.3,

théoréme 3.3.1), il existe ¢ € [a, b] tel que f(c / f(t)

Exercice : Soit f : [a,b] — R une fonction continue et positive.

1. Montrer que, si / f(t)dt =0 alors f =0.

2. Expliquer par des exemples pourquoi les hypotheses f continue et f positive sont
indispensables.
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3 Relation entre intégrale et primitive

3.1 Rappel

Définition 3.1.1 Une fonction F est une primitive d’une fonction f si F' = f.

Remarques:
1. La primitive n’est pas unique et si F; et F, sont deux primitives de f définies sur un
meéme intervalle, alors F; — F5 est une constante.

2. Notation: si F' est une primitive de f on note F' = /f(t) dt.

Voici une liste de primitives usuelles: (elles sont définies & une constante additive
pres!)

Fonctions Primitives
2Tl
" ceR\{-1 € R
T T o' \{-1} (= *) o
x e (x € R) o o?
T — COST (x € R) P —
T +— sinx (xER) —
po 1t tgts = 1 (xe}_zz[) T tgx
& ~ cos?x 279 g
T chx @ €R) —
z—shx (x € R) = cha
2 1
ch*x
: (xe]-1,1]) Arcsi
RV = rel=4 T +— Arcsinz
N
1 (z € R) Arct
— Ar
T x x cte x
1
a:»—>271 (x € R) l’l—)AI'gShJ;:ln(x_i_m)
s+
1
:r»—>271 (x €]1,00]) xHArgchx:]n(m_i_m)
x —
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1
T e (x € |—00,—1]) x»—>ln‘x+\/a:2—1‘
1‘ —_—
1 1 1
T T (x €]-1,1]) xr—>Argthx=§ln<1ti>
1 1. |1+
T T (x € ]—o00,—1]) m»—>§ln1_$

u (z €]1,00|)

Théoréme 3.1.2 (Théoréme fondamental) Soit f : [a,b] — R une fonction continue.
Pour x € [a,b], on pose F(x) = / f(t)dt. Alors F(a) =0, F est dérivable sur [a,b] et
Fl(z) = f(=).

On dit que F' est la primitive de f qui s’annule au point a.

Démonstration : On cherche si lim Fl@+h) - Flz)

existe.
h—0 h

Par la relation de Chasles :

F(;U—i—h})l—F(;v) —l/gEerhf(t)dt

En utilisant le théoreme de la moyenne,

avecz < ¢, <x+houz+h<c, <z
Puisque f est continue en x :

tim TEENZI@) oy () = o)

D’ou le résultat.

b
Corollaire 3.1.3 Si G une primitive de f définie sur [a,b], alors / ft)dt = G(b)—G(a).

On utilise souvent la notation : [G(z)]° = G(b) — G(a)

a

Démonstration : Soit G une primitive de f définie sur [a, b].
xT

On sait que F : z +— f(t)dt est la primitive de f qui s’annule au point a. La fonction
G — F est donc constante sur [a,b]. Comme F(a) =0 on a G(z) — F(z) = G(a) pour tout
x € [a,b]. En particulier, pour z = b on a G(b) — F(b) = G(a) et donc G(b) — G(a) = F(b).
D’ot le résultat.

Ce résultat fournit une méthode de calcul de certaines intégrales.
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4 Meéthodes de calcul

4.1 Intégration par parties

Proposition 4.1.1 Soient f et g deuz fonctions dérivables et de dérivées continues sur
[a,b]. Alors :

b b
/ F Bty = [ft)g(t)] ~ / F(Hyg'(t) dt.

Démonstration : Soit f et g deux fonctions contintiiment dérivables de [a,b] dans R, le
produit est dérivable avec (fg)' = f'g+ f¢’ et on obtient facilement le résultat.

Mode d’emploi : La fonction que ’on veut intégrer doit se présenter sous la forme du
produit de deux fonctions. Il faut choisir celle que I'on doit dériver (la fonction g de la
formule) et celle que I'on va intégrer (la fonction f’ de la formule). Il faut bien sir faire
le bon choix, pour se ramener a une intégration plus simple a réaliser.

Exemple 1: Calculer I = / Intdt,Vx > 0.
1

1
Onpose: f/(t)=1< f(t)=tet g(t) =Int = ¢'(t) = 70 ce qui donne

x x 1
I:/ lntdt:[tlnt]f—/ t;dt:xlnx—[t]gf:xlnx—a:—i—l.
1 1

Exemple 2: Calculer I = / P(t)e™ dt ou P est un polynome et a un réel non nul.

Il est clair que pour simplifier I'intégrale il faut dériver le polynome et intégrer ’exponentielle.
On obtient donc

I= %P(t)eo‘t]g - /Ox P'(t)e™ dt.

On est ramené a une intégrale du méme type, mais avec un polyndéme de degré inférieur.
On recommence donc le processus, au bout d’un nombre fini d’itérations on est ramené
T

simplement au calcul de I = e dt.
0

xT
Exercice : Calculer I = / (t* 4+ 3t — 1)e' dt, Vo € R.
0

xr
Exemple 3: Calculer I = / P(t)sinatdt,Vx € R, ou P est un polynéome et o un réel
0
non nul.

x
Exemple 4: Calculer I = / e sin(ft) dt, Yz € R, ol o, 3 sont deux réels non nuls.
0

Dériver ou intégrer e*® et sin(3t) ne change pas grand chose. Posons par exemple

FI(t) = € <= F(t) = ~e™ et g(t) = sin(31) = g'(1) = cos(1)
Nous obtenons
/8 X

I= [éeat sin(0t)]5 — ol e™ cos(ft) dt.
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Nous sommes ramenés a une intégrale du méme type : nous faisons une seconde intégration
par parties qui ne nous ramene pas au point de départ c’est a dire nous continuons a
intégrer e et & dériver la fonction trigonométrique cos(3t) :

FI(E) = et = f(t) = éeat et g(t) = cos(Bt) = ¢'(t) = —Bsin(Bt).

Nous obtenons
B / at
b cos(Bt)]% (a) sin(Gt) dt

1= (14 () (1t simgos - 21

Q™

QIH

I= e sin(Bnff — D[k

donc

et cos(B0)F).
d’ou
I= (1 + (5)2) o (éeax sin(fx) — %(e’m cos(fx) — 1))

a

xr
Exercice : Calculer I = / el cos 2t dt, Vx € R.
0

4.2 Application du théoreme d’intégration par parties :
formule de Taylor avec reste intégral

Définition 4.2.1 Soit f : [a,b] — R. La fonction f est dite de classe C™ si et seulement

si f est n-fois dérivable et la dérivée n*€"€ est continue.

Théoréme 4.2.2 (formule de Taylor avec reste intégral) Soit f : [a,b] — R de classe

C™ L. Alors " ,
f(b) = Z / k'(a) (b— a)k + / %f(nﬂ)(t) dt.
k=0 ) a )

Démonstration : Nous allons démontrer le résultat par récurrence sur n, en notant (A,,)

I’assertion a prouver.
b

L’assertion (Ag) s’écrit f(b) = f(a) +/ f'(t)dt, pour f de classe C! sur [a,b]. Elle est
vraie d’apres le corollaire 3.1.3. ¢

Supposons que (A,_1) soit vraie et montrons qu’il en est de méme pour (A4,). On a donc

b _ f\n—1
)’“+/ 7(?7@—01)! £ (¢) dt.

k=0

b -1

b—1t)"

Soit I, = / ﬁ f (")(t) dt. On fait une intégration par partie, en posant :
a !

/ _ (b_t)n_l
wlt) = (n—1)!

on obtient
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donc
[ (a)

I, =
k!

——(b—a)" + Inq1.
Ainsi (A4,,) est vraie.

Corollaire 4.2.3 (Inégalité de Taylor-Lagrange) Soit f : [a,b] — R de classe C™ 1.
On suppose que pour tout t € [a,b] on a |f (1) (¢ )| < M. Alors

(b _ a)n—i—l
=M o

a
'f(b) -y e-a
Démonstration : La formule de Taylor avec reste intégral nous donne

n k) (g b a0
‘f(b)—zf a0 = | [ o 0|

k=0

Grace a la proposition 2.3.4 et au corollaire 2.2.4, on a

/G(b;t) f(nﬂ()dt‘g/a

Exemple : Posons f(z) = e* définie sur [0, 1]. Pour tout € [0, 1], on sait que | f D (z)| =
le?| < e = M, et que f#(0) = e =1, f(1) = e. L’inégalité de Taylor-Lagrange s’écrit

donc
e_zkv

tend vers 0 quand n tend vers I'infini, on en déduit que la suite

(b _ a)n—i—l

=M (n+ 1)~

(b—t) O sy '

n+1)

Puisque la suite (m)n
n
de terme général u,, = Z 0 converge vers e.

k=0

k

x

Question : Démontrer de fagon analogue que pour tout x réel la suite v, = Z T

k=0
converge vers e”.

4.3 Changement de variable

Proposition 4.3.1 Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable sur [a,b], de dérivée con-
tinue, avec f([a,b]) C [c,d] et soit g : [c,d] — R une fonction continue sur [c,d]. Alors

b ) f(b)
| stsoy- = [ gwn
a f(a)
Démonstration : Si GG est une primitive de g,
f(b)
[ gtwrdu = 6(s0) - G(r(@).
f(a)
D’autre part, Go f : [a,b] — R est dérivable et de dérivée :

(Gof)(z)=g(f(x)) f'(z)
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c’est donc une primitive de la fonction = — g(f(x)) - f'(z). Donc :

b
/ a(£(1)) - F(8)dt = G(F(b)) - G(f(a))
D’ou I’'égalité recherchée.

Mode d’emploi : Un changement de variable se fait avec trois opérations :
- Remplacer u par f(t)

- Remplacer du par f'(t)dt

- Remplacer les bornes f(a) et f(b) par a et b!

Int)™
(In?) dt ou £ > 0 et n un entier fixé.

xr
Exemple 1: Calcul de I = /

1
Compte-tenu de la présence de % qui est la dérivée de Int, on peut se dire que la ”vraie

dt
variable” dans cette intégrale est u = Int, avec 7= du :

I /-lnxun s — [un—i—l ]lnx _ (ln.ib)n+l
1 n+ 1" n+1

1
Exemple 2: Prouver que I = / V1—u2du= % en posant u = sint, ¢ € [0, g]
0

1
Exemple 3: Prouver que I = / % du = T en posant u = /1.
0 u* + 1 8

Exemple 4: P I / Ll T ¢

xemple 4: Prouver que [ = u = , en remarquant que

P d 0o utu+1 3v3 d a

9 3r,2u+1,2 - . .

uv4+u+1l= 1 [( 7 ) + 1] et en choisissant un changement de variable adéquat.

Exercice : Soit f une fonction continue sur [—a, a]. Montrer que

a 9 a P . .
F(t)dt = 0/0 f(t)dt i f est paire

—a si f est impaire .

4.4 Primitives exprimées avec la fonction logarithme

La fonction qui & x associe In |x| est définie continue dérivable sur R* et sa dérivée est

1
égale a — que x soit positif ou négatif.
x

1
Nous retiendrons donc qu’une primitive de — est In |z| sur chacun des intervalles | — oo, 0]
x

ou ]0, +oo[; plus généralement retenons que sur tout intervalle ou f(x) ne s’annule pas une

f'(x)
@) est In|f(x)|.

Exemple 1: Pour tout z € R, on a

T 2 1 x 2 1/
/QLdu:/ WAL gy [ 4wt 1] =In |2 + 2+ 1].
0 u*+u+1l 0o u+u+l 0

primitive de

Le polynéme P(u) = u? +u + 1 # 0 sur R car son discriminant A =1 —4 = -3 < 0.
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Exemple 2: Pour tout = €] — g, g[, on a

x x 3 X /
/ tanudu:/ Smudu:—/ (cos u) du = [—1n|cosu|]g:—ln|cosx|.
0 0 0

CoSu COS U

4.5 Primitives des polyndémes trigonométriques

Il s’agit de savoir intégrer les fonctions du type t +— sin” £ cos?t ou p et ¢ sont des entiers.

1. Si p est impair (respectivement ¢ est impair) on pose u = cost (respectivement
u = sint) et on obtient, en utilisant la formule sin? s + cos? s = 1, une expression de la
forme sint - Q(cost)dt = —Q(u)du (respectivement cost - Q(sint)dt = Q(u)du).

En notant 1 une primitive du polynéome @, la primitive cherchée vaut donc —Q1(cost)
(resp. Q1(sint))

Exemple : Calculer une primitive de sin* ¢ cos3¢.

Comme g = 3 impair, on effectue le changement de variable u = sint on a du = costdt et

sin?t cos® t = sin® t(1 — sin®t) cost = Q(sint) cost

avec Q(u) = u*(1 — u?) = u* —ub.
5 7

U
Soit Q1(u) = - une primitive de polynéme @ donc une primitive de sin ¢ cos® ¢ est

U
7
sin®t  sin’t

Q1(sint) = z -

Exercice : Donner une primitive de cos® t.

2. Si p et ¢ sont pairs on linéarise!.
Exemple : Calculer une primitive de cos®¢.

1
—(cos6t+6cos4t+15c082t—|—10),

On commence par linéariser cos® ¢ on obtient cosbt = 55

on en déduit que

1 sin6t  3sindt 15sin2t
/ cos tdt = — (2= = o ri0t) +C

2 T T
Exercice : Donner une primitive de cos*tsin® t.

Remarque : La méthode de linéarisation est valable dans tous les cas mais la méthode
préconisée quand I'un des exposants est impair est beaucoup plus rapide.
5 Primitives des fractions rationnelles

5.1 Définition

Définition 5.1.1 On appelle fraction rationnelle sur R toute fonction f définie par une

P
relation de la forme f(x) = Plgx; ou Py, Py sont deux polyndmes a coefficients réels.
2(T
z+4 2°—3+23+22+6

Les fonctions f(x) =

rationnelles sur R.

(z) = sont des fractions

t
B2 +50+7 09 2 +1
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Définition 5.1.2 On appelle élément simple sur R une fraction rationnelle d’un des deux
types sutvants :

1. Elément simple de premiére espéce : ﬁ o, A et a sont des réels et n un entier
T —a
Bx+C
(22 + bz + )™
que b> — 4c < 0 et m un entier strictement positif.

strictement positif.

2. Elément simple de deuxieme espéce : ou B,C,b,c sont des réels tels

5.2 Primitives des fractions rationnelles de référence

I. Primitives des éléments simples de premiére espeéece.

La fonction x — W, ol A,a € R et n € N* admet des primitives sur tout intervalle
T —a

inclus dans | — 0o, a[U]a, +00|.

A
1./ dv = Aln|lx—a|+C
r—a
A A
2. —d = - C >1
/fx—@nx (n— 1) —ay1 PO
II. Primitives des éléments simples de deuxiéme espece.
B C
La fonction z — _ orte ou B,C,b,c € R tels que A = b?> —4c < 0 et m € N,

(22 + bx + )™
admet des primitives sur tout intervalle de R.

A
On remarque que 2% + bz + ¢ = (z + =)? — =—. Donc

2 4
Br+C B Bz +C B 2x+b (C—Bb) 1
( S S U GRS E (@+37-7)
Bz +C

Donc, chercher une primitive de revient a chercher une primitive de chacun

(22 + bz + )™
des deux quantités suivantes :

2+ ot 1
(22 + bx + )™ (22 + bz + )™’

2 b
1. /LdmoﬁA:b2—4c<0etm21.
(22 + bx + )™

du
On fait le changement de variable u = x2 4 bz + ¢ et on est ramené & / — et donc
U

a la primitive des éléments simples de premiere espece avec a = 0.

1
2. /(—mdmoﬁA:b2—4C<0etm21.Ona:

2 4+ bz + )
22 +br +c= 31:4—é Q—é——é 2 31:4—é 2+1
B 4 V—A 2

2 4
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2 b
On fait le changement de variable t = — | © + = ] et on est amené a calculer les
& NE ( 2)
dt

#+1)™

On fait une intégration par parties en posant :

primitives de la forme I,,, = avec m > 1.

u(t)=1 , <= u(t)=t )
o mt
v(t) = —5—m = v(t) = 7&2 n 1)m+1

On obtient :

t t2
Iy = +2 —__dt
mEry m/(t2+1)m+1 ’

donc

= G 2 [/ e (t +df>m“]'

C’est-a-dire : I, et 1,11 sont liés par la relation :

t

Ip = ———m
(t24+1)

On obtient ainsi un calcul par récurrence de I, :

I 1 t n 2m — 1[
m om 2+ 1™ 2m "
Iy = Arctgt

5.3 Décomposition des fractions rationnelles en éléments simples
et primitives

Théoréme 5.3.1 (admis) Toute fraction rationnelle sur R s’écrit de fagcon unique comme
somme d’un polynome (appelé partie entiére de la fraction) et un certain nombre d’éléments
sitmples dont le type est déterminé par le dénominateur de la fraction.

Soit f une fraction rationnelle sur R. Donc il existe P;, P, deux polynomes a coeflicients

P
réels tels que f = 1L
Py
Premieére étape : Effectuons la division euclidienne du polynéme P; par P», d’aprés

le théoreme de la division euclidienne (chapitre2, page 30, théoreme 2.0.4), on sait qu’il
existe un unique couple (@, R) € R[X]xR[X] tel que P; = P,Q+ R avec deg R < deg P;.
Donc f = % =Q+ g avec deg R < deg P». Le polynome @ est la partie entiere de la
fraction f.

Remarque : Chercher une primitive de la fraction rationnelle f sur R revient a trouver
une primitive du polynome @ (la partie entiere de f) et une primitive de f; = Pi;’ deg R <

deg PQ.
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R
Deuxieme étape : Maintenant on s’intéresse a la fraction rationnelle f; = X deg R <
2

deg Ps.

Sachant que les éléments irréductibles dans R[X], sont les polynomes de degré 1 et les
polynomes de degré 2 dont le discriminant est strictement négatif alors si on décompose
P, dans R[X] on obtient :

Py(X) = (X —a)™ - (X —ap)" (X2 + b1 X +c1)™ - (X% 4+ 0p X + cp) ™,
oua; € R,n; € N*, pour tous i = 1,--- ,p et bj,c; € R tels que b? —4c; <0 et m; € N¥,

pour tous j =1,--- k.

R
Théoréme 5.3.2 (admis) Soit f1 = — wune fraction rationnelle telle que deg R <

P
deg Ps.
Si la décomposition dans R[X]| en facteurs irréductibles de Ps est :

Py(X) = (X —a)™ (X —ap)"(X* + 01X +c1)™ - (X2 + e X + cp)™,

alors la décomposition unique de f1 en éléments simples sur R est :

EP: A2 P A, .
pot —a;)" (X —a;)il (X —a;)
+Z Bj1 X +Cjq1 n B2 X +Cjp R Bjm; X + Cjm,;
(X240, X +¢j)™  (X2+b;X +¢j)mit (X2+0;X +¢))

Tous les coefficients sont dans R.

Remarque : On connait les primitives des éléments simples sur R (paragraphe 5.2) donc
avec la linéarité de l'intégrale et le théoreme précédent on trouve les primitives de la
fraction rationnelle f1 et donc ceux de f!

Question : Comment calculer les coefficients A; j, B;; et C;; intervenant dans la décomposition

d’une fraction rationnelle en éléments simples ?

Quelques techniques de calcul sur des exemples

R
Soit f1 = B deg R < deg P» une fraction rationnelle sur R.
2

X +2

X?2-3X -4
Le polynéme X2 — 3X — 4 possede deux racines réelles —1 et 4. Donc (par le théoreme de
décomposition) la fraction rationnelle f; sur R s’écrit :

X +2 A N Ay
(X —4H(X+1) X—-4 X+1

1. Décomposer f1(X) =

f1(X) =

Calcul de A; : Si nous multiplions par (X — 4) l'identité au dessus valable pour tout X
différent de 4 et de —1 nous obtenons,
X+2 Ag(X —4)

A4+ 227
X +1 L
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une nouvelle égalité de fractions rationnelles valable pour X € R\ {—1} et si nous faisons

o . 6 S .
alors X = 4 dans cette égalité on obtient — = A;. Il est totalement inutile de connaitre

Ay pour calculer Aq puisque la fraction rationnelle suivant Ay s’annule pour X = 4.

Calculer avec la méme méthode As.

Technique 1: Sia est une racine simple du dénominateur Ps, pour obtenir le coefficient
” au dessus de X —a,” on "masque” X —a au dénominateur de la fraction et on fait X = a
dans ce qui reste.

X +1
2. Décomposer f1(X) = &T—’—l)z

Le réel —1 est une racine double de Py(X) = (X + 1)2. Donc

3X +1 Ay As

M) = " T e X0

Si nous multiplions I'identité par (X + 1)2 nous obtenons la relation
X +1=A1 +A(X +1)

en faisant X = —1 nous avons —2 = A;. C’est donc la technique précédente.
Pour calculer As c¢’est un peu différent, multiplions f; par X, ce qui donne

XX +1) X X
Xfl(X)_W_AI(XJrl)? AT

En faisant tendre X vers l'infini, les limites des deux termes de I’égalité sont égales, a

droite la limite est égale & Ay (le terme en facteur de A; tend vers 0) et & gauche la limite
vaut 3. On a donc 3 = Ay et

3X +1 -2 3

fl(X):(X+1)2:(X+1)2+X+1’

Technique 2: Si a est une racine double du dénominateur Py, pour obtenir le coefficient
” au dessus de X — a,” on multiplie par X et on fait tendre X vers l'infini.

3X2 -7
(X —2)?
Le réel 2 est une racine triple de Po(X) = (X — 2)3. Donc

3. Décomposer fi(X) =

3X2—-7 A n Az n Az

(X —-2)3 (X—-2p3 (X-22 X-2

Par la technique 1, on obtient 5 = A et par la technique 2 décrite ci-dessus, on obtient
3 = A3 ce qui nous donne :

f1(X) =

3X?2-7 5 Lo A 3
(X —-2)3  (X-2p3 (X-22 X-2

f1(X) =

En faisant (par exemple) X = 3 dans cette égalité on obtient 20 = 5+ As+3 donc Ay = 12.
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Technique 3: On donne a X une valeur particuliére et on identifie.

—3X?2+ X +1
Exemple Décomposer f1(X) = ﬁ sur R.
Le polynéme Pp(X) = X3 + X — 2 posséde une seule racine réelle qui est égale & 1. Dans
R[X],
Py(X)=(X —1)(X*+ X +2)

avec A =1 —8 = —7 < 0 Donc (par le théoreme de décomposition) la fraction rationnelle
f1 sur R s’écrit :

—3X2+X+1 A B X +C;

M) =X s xsy Xx-1 Xrx19

Par la technique 1, en masquant (X — 1) dans la fraction et en faisant X = 1 dans ce qui
reste on obtient _T = Aj.

Par la technique 2, en multipliant par X et en faisant tendre X vers l'infini, on obtient

1 11
—3=A1 + B;. Comme A; = ~1 alors By = -

1
Maintenant on prend une valeur particuliere de X par exemple X = 0 on obtient ==

A G 1 1 3 -
— T 5 ——=—-+4+—dot =—— P i
= + 5 et donc 5= 1 + 5 d’ou (4 5 ar suite

“3X2+X+1 1 1 11X+6
AX) = —

1
(X-1D(X2+X+2) 4X-1 4X2+X+2

Exercice : Donner une primitive de fi.

—5X3 +2X% -8
4. Décomposer f1(X) = X3(—|)—( Y sur R.
Le théoreme de décomposition sur R nous permet d’écrire :
Arn | Ag | Auig Az
X — ) ) ) .
M=+t X tx

On remarque que le nombre de coefficients inconnus a trouver est égal au degré du
dénominateur.
Le coefficient le plus simple a déterminer est Ag, (par la technique 1) on masque X — 1 au

dénominateur de fi et on remplace X par 1 on obtient — = A,

On peut appliquer cette technique pour calculer A;; mais regardons de plus pres ce qui
se passe quand on multiplie f; par X3 :
_ —5X342X% -8

X2 fi(X) = X —1) = A1+ A1 X + A1 3X7 + X x X fo(X),

A
ou la fraction fo(X) = e 2 7 est définie au voisinage de 0. Cette derniere égalité est donc

le développement limité a l’ordre 2 au voisinage de 0 de

—5X3+2X? -8 8-2X245X3
X -1 B 1-X
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Donc on calcule les trois coefficients Aq 1,412 et Aj 3z en effectuant un développement
limité de X3 f1(X) en 0 & I'ordre 2, grace & 'unicité du développement limité!. On a

—2X2 +5x3
8 1_;:,5 = (8 —2X%)(1 + X + X?) + X2%(X)

avec €(X) tend vers 0 quand X tend vers 0. D’ou

8 —2X2%+5X3

_ 2 2
T = 818X 46X+ XPe(X),

donc A1 =8,A12=8¢et A; 3 = 6. Par suite

8 8 6 —11
X)=—+—5+=+-—-—.
MW =wmrtetytx—
Technique 4: Pour calculer les coefficients Ay, Aa, - - -, Aj intervenant dans la décomposition

d’une fraction rationnelle ot a est une racine d’ordre p du dénominateur,

= j%xx) - (X/ila)l’ @ —Aci)p—l T % AR
on peut effectuer le développement limité a 'ordre p — 1 au voisinage de a de la fonction
(X —a)lfo(X) = Ci((XX)) et on a
(X —a)ffa(X) = 52(()()()) = A1+ A(X —a)+ -+ Ay (X —a)P T+ (X —a)Ple(X)

avec €(X) — 0 quand X — a. .

X% 42X -1
5. Décomposer f1(X) = XX —+1)(X2 Y sur R.

Comme X2 + 1 est irréductible sur R, le théoréme de décomposition sur R nous permet
d’écrire :

. A1 A2 BlX + Cl

O S S G R C
Par la technique 1, on a , )
M= e 5o
et
A2:X3+2X2—1 _2_

X(X2+1) ‘le 2
Pour Calculer By et C7, on multiplie f; par (X2 + 1) on obtient

2 _
(X2 4 D) f2(X) = % — BiX + Oy + (X% + 1)(

Ay Ay
Y+X—1)'
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Maintenant on remplace X par I'une des deux racines complexes de X2 + 1 et en utilisant
le fait que By et C; sont des réels, on identifie. Prenant X = on a
-1+2i—-1 -2+2i 1—1

Bui+C) = - ) S Y
= a T 17 144 !

donc By = —2 et C7 = 0. Finalement

—1+ 1 +—2X
X X-—-1 X241

f1(X)
Question : Donner une primitive de f.

Technique 5: Si le dénominateur d’une fraction rationnelle est divisible par un polynéme
Q2(X) = X2 + byz + ¢, irréductible sur R de degré 2, et n’est pas divisible par Q3 :

B X +C
X)=—=T-1
fl( ) X2+b1{13+61

Alors on multiplie par Q2 puis on remplace X par I'une des deux racines de Q5 dans Qs f1
et on identifie.

avec b —4c; < 0.

5.4 Primitive ou intégrale d’une fraction en ¢, cht, sht

Pour déterminer les primitives des fonctions de la forme f(et) (fraction rationnelle en e?) :

on effectue le changement de variable u = e’ et on est ramené & intégrer une fraction
du'

rationnelle (sans oublier que dt =

t

bodt
Exemple : Calculer / m On pose u = et,onadu =eldtett =0 — u = 1,
0

t=1—u=¢, donc

1 e e
dt 2 d 1
/ = / LA 2/ du = 2(Arctan e — Arctan 1) = 2Arctane — T
0 Ch(t) 1 1 u 1 'LL2 + 1 2

U+ —
U

dt
—4ch(t)

In2
Question : Calculer /0 0

5.5 Primitive ou intégrale d’une fraction trigonométrique

Ce sont des fonctions de la forme f(sint¢,cost) o f est une fraction rationnelle sur R et

la variable est sint, cost.

Pour intégrer ces fonctions, en général, on fait le changement de variable classique u =
t

tg (5) et il faut utiliser les formules suivantes :

; 1—u? - 2u ¢ d 2du
cost = ——~, sint=-——= e = —.
1+ u?’ 1+ u? 1+u?
En général, ce changement de variable augmente le degré des dénominateurs. Dans certains
cas, d’autres changements de variables sont préférables suivant les propriétés de f.
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e Si f(sin(—t),cos (—t)) = —f(sint,cost), donc f(sint,cost) = S(cost)sint. On pose
u = cos't.

e Si f(sin(m —t),cos (m —t)) = —f(sint,cost), donc f(sint,cost) = S(sint)cost. On
pose u = sint.

e Si f(sin(m+t),cos(m+t)) = f(sint,cost), donc f(sint,cost) = S(tgt). On pose
u = tgt.

Exercice : Calculer / Ldt et / _Ldt.
cost sint

5.6 Autres sortes de fractions rationnelles

1. f(x,vax?+ bx + ¢) fraction rationnelle en = et Vaz? + bx + ¢

b\?%  dac—b?
On écrit : ax?+br+c=alx+ — +L.
2a 4a

b
A Taide du changement de variable u = x + 2 notre fraction est de la forme
a

S(u, /au? + ).

Le cas a < 0 et B < 0 est impossible. Il nous reste trois expressions possibles :

T(v,Vv2+1) ou T(v,vv?2—=1) ou T(v,V1—12v?)

o T(v,v/v2+1). On pose w = Vo2 +1 = w? —v? = 1. Le couple (v,w) ap-
partient a une hyperbole équilatere, d’asymptotes v = w et v = —w. On pose
w = cht et v=sht.

e T(v,v/v2—1). On pose w = Vv2 -1 = v?> —w? = 1. On pose v = cht et
w = sht.

e T(v,v/1—122). On pose w = V1 —v2 = v? + w? = 1. Le couple (v,w) est sur
le cercle unité. On pose v = cost et w = sint.

/ b b
2. f(x, Zi—l—i——d) fraction rationnelle en z et Z:f—i—’——d

/ b b b— dt?
On pose t = ar + . Alors t? = ar +0 &= —— avec t > 0.
cx+d cx +d ct? —a

6 Fonctions définies par une intégrale

b(z)
Il est fréquent de devoir étudier une fonction F(z) = / f(u)du ou f est une fonction
a(z)
dont on ne sait pas calculer de primitive. Nous allons étudier sur deux exemples la marche
a suivre.
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6.1 Exemple 1
Soit la fonction F(z) = / e dt.
0

Domaine de définition : La fonction f : t +— e~t* est continue sur R donc F est définie sur
R. La fonction F' est primitive de f qui s’annule en 0.

Parité : La fonction f est paire, donc pour tout z € R,

F(—z) = /0 e dt = /0 e (—du) = —/0 e du = —F ().

Ici on a fait le changement de variable v = —t. D’ou la fonction F' est impaire. Il suffit
donc d’étudier F' sur R,.

Dérivabilité : La fonction F est la primitive de f. Donc F'(z) = f(z) = e > 0 ce qui
implique que F' est strictement croissante sur [0, +o0o.

Comportement de F' a Iinfini : On prouve que
xr 5 xr
/ eV dt < / e~ tdt pour tout x> 1.
1 1

En utilisant la relation de Chasles et la derniére inégalité, on majore F'(z) pour tout x > 1.
En effet : pour tout z > 1 on a

1 T 1 T
F(x) = / e dt + / e dt < / e dt + / e tdt
0 1 0 1

1 1 1
< / e dt + [—e ) = / e dt—e " el < / e dt+e .
0 0 0

La fonction F est croissante sur [1, +o00[, majorée par le nombre fol e~ dt + e~ ! donc elle

admet une limite en 400 qu’on note L. (L = \/7?')

Questions :

1. En déduire le tableau de variation de F.
2. Tracer la courbe de F.

6.2 Exemple 2

Soit la fonction F(z) = / i
n

x
1

Domaine de définition : L’intégrale existe lorsque la fonction ¢ — —— est définie continue
n

sur I'intervalle d’extémités x et 2x, ce qui signifie que cet intervalle doit étre inclus dans

10,1] ou dans ]1,4o00[. Ceci a lieu lorsque 0 < z < 5 ouz> 1. Le domaine de définition

1
est donc Dp =0, E[U]l, +o0].

dt
Sens de variation : Si la fonction G est une primitive de f(f) = — sur chacun des

intervalles du domaine de définition ci-dessus, nous avons F'(z) = G(2x)—G(x), la fonction
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F est donc dérivable sur son domaine de définition avec F'(x) = 2G’(2x) — G'(x), Donc

2 _i_lnx—an
In2z Inz In2xlnz’

Fl'(z) =

On a F'(2) = 0. D’autre part F’ est négative sur |0,2[NDp =]0, %[U]1,2[ et positive sur
12, 400].

Donc F' est décroissante sur |0, %[, elle est aussi décroissante sur |1, 2[ et elle est croissante
sur ]2, +o00].

Etude en +oo : On regarde le comportement de F' en +o00, on peut supposer donc que
x > 1. Sur l'intervalle [z, 2x] C]1,+o00[ nous avons

O<lnzx<Int<In2x

donc

0< 1 < 1 1
In2x — In ln
d’ou . .
< F < — 1.
0<ln2x_ (x)_1 o pour tout = >

=0.

Par le théoreme des croissances comparées, on a lim F' = 400 et lim (z)
+o0 r—+oo I

La courbe de F' présente une branche parabolique horizontale.

Etude en 07 : Prés de 07, on montre le méme encadrement c’est & dire :

X

T 1
F(z) < — tout -,
mor = (x)_lnx<0, pour tout 0 <z < 5

On en déduit que :
- lim F' = 0, on peut donc prolonger F' par continuité en 0 en posant F'(0) = 0.

o+
. F(x) : , : . G
- hlfn+ = 0, donc la fonction F' présente une demi-tangente horizontale a I’origine.
z—0 T

Etude en 17 : En étudiant la fonction ¢ — Int — ¢ + 1 sur |1, 400, on montre que

1
0<Int<t—1, donc f(t) > 1 0, pour tout ¢ €]1, +o0l.

. NPT : dt 2z — 1
En intégrant la derniere inégalité, on obtient F(x) > / 1= In
L t—

z—1
ce qui implique ligl F = 400. La droite z = 1 est une asymptote verticale a la courbe de
1

F.

sur |1, 400,

. 1 1
Etude en 3 ¢ On étudie le comportement de F' en 5 »onva donc prendre z €]—, —[ soit

l\D|l—‘

1
1 4’
2z €], 1.
$]2,[

1
L’étude de la différence In s — 2(s — 1) pour s 6]5, 1] montre que Ins > 2(s — 1) pour tout

1
s 6]5, 1[ ce qui nous permet d’écrire

:/jf(t)dwr/:f(t)dK/;m%dt
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1
car la premiére intégrale est négative. Par suite F'(z) < 3 In 2(1 — 2x) le membre de droite

1-

tend vers —oo des que z tend vers 3 - D’ou hHll F(xz) = —oo. La droite z = % est une
95—’(5)_

asymptote verticale a la courbe de F.

Remarque : On peut retrouver les limites de F' en 400, et en 0 en utilisant la formule
de la moyenne.

Question :

1. Donner le tableau de variation de F.
2. Tracer la courbe de F.

7 Méthodes numériques de calcul d’intégrales

7.1 Exemple
2 dt
On cherche une valeur approchée de In2 = 7
1
I. Méthode des rectangles
On partage l'intervalle [1,2] en 10 parties égales. Calculer uyg et v1g. (5 chiffres apres la

virgule)

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On pose h = b—Ta. Pour ¢ =0, -+ ,n , soient
x; = a+ ih, A; le point de coordonnées (z;,0) et M; le point de coordonnées (x;, f(z;)).
II. Méthode des trapezes

On assimile le graphe de f & une ligne brisée.

1. Calculer l'aire du trapeze A;, Ajy1, M1, M;.

2. Calculer In2 en prenant pour valeur approchée la somme des aires de ces 10 trapezes
avec a = 1, b =2, n = 10. (5 chiffres apres la virgule)

ITI. Méthode des paraboles ou de Simpson.

On assimile le graphe de f a des arcs de paraboles mis bout a bout. Dans ce cas, n doit
étre pair.

On considere le trapeze curviligne déterminé par les 3 segments de droites A;A; 11, A; M;,
A;roM;1o et 'arc de parabole y = ar? +br+c passant par M;, M;+1 et M;io.

1. En plagant le centre des coordonnées en A; 1, montrer que laire de ce trapeze curviligne

est 3/ (1) + 47 (@is1) + f(zis2)).

2. Calculer In2 en prenant pour valeur approchée la somme des aires de ces 5 trapezes
curvilignes avec a = 1, b = 2, n = 10. (5 chiffres apres la virgule).

Ala septieme décimale pres, In2 = 0,6931472 . Conclusion.

8 Exercices

Exercice 1 En interprétant u, comme une somme de Riemann d’une fonction continue
sur un intervalle [a,b], calculer la limite (si elle existe) de la suite (uy), dans les cas
suivants :
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) 1 1 1
a) u, =
" n4+1 n42 n+n
1 2% n®
b)u”_na+1+ ol T T o
) n n
©) tn n2+1 n2+4 n?2 +n?’
d) u, =
k:ln+k:
e)u 7T(s'n i +s'n27r—|— +sinmr)
= —|(sin—+sin—+--- — .
" 9 2n 2n 2n

Exercice 2

1. Tracer, dans un repere orthonormé, la courbe représentative I' de la fonction f définie
sur [0,1] par f(z) = e "
2. En utilisant la méthode des rectangles pour une subdivision de I'intervalle [0, 1] en 5

1
. R , . . 2
intervalles de méme longueur, déterminer un encadrement de 'intégrale I = / e dx.
0

1
Exercice 3 Montrer que = < < 1 pour tout z € [0, 1].

27 1422~
N : . 1 Lo 1
En déduire I'inégalité suivante : —— < / 5 dr < ,  pour tout n €N,
2(n+1) o 1+ n+1
1 "

puis calculer lim 5 dx.

n—oo Jq 1+=x
Exercice 4
1. Soit la fonction numérique f définie sur R par : f(z) = |z2 4+ 2% — 2z|. Calculer la

valeur moyenne de f sur [—3,2].
2. Soit f la fonction définie sur R par : f(t) = asin(wt + ¢) ou a et w sont deux réels
strictement positifs et ¢ un réel quelconque.

m
Calculer la moyenne de f entre 0 et —.
w

Exercice 5 Montrer que la valeur moyenne d’une fonction affine f sur un intervalle [a, b]

est égale a f(aT—H)).

Exercice 6 Utiliser la formule de la moyenne pour :

. . ., Lsin™ ¢
1) Etudier la suite (u,) de terme général u,, = 111 dt.
. i dt
2) Etudier les limites de la fonction F(x) = / i quand x — 0 et quand z — 0.
n
T
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cost — 1

t
1) Montrer qu’on peut prolonger f par continuité en 0.

Exercice 7 Soit f la fonction définie par f(t) =

On note encore par f ce prolongement.

3a
2) En utilisant la formule de la moyenne, calculer lir% f(t)dt.
a—
30 cost ’
3) En déduire l'existence et la valeur de lir% 4 dt
a—

a

Exercice 8 On note (z) la distance de = a l'entier le plus proche et par [z] la partie
entiere de . Calculer les intégrales suivantes :

/0 ‘bt et /0 e,

Exercice 9 Pour quelles valeurs de « a-t-on :
1
a) / 5 — at?dt = 0.
0

1
b)/ th+a?dt = 0.
0
Exercice 10 Soit f une fonction continue, calculer les dérivées par rapport a x de :

b 22 2z
/ F(t)dt, / F()dt et F(t)dt
x 0 T
Exercice 11 Déterminer les ensembles de définition et calculer les dérivées des fonctions

suivantes :
T 241
/ ellntdt et / etIntdt
1 1

Exercice 12 Calculer les intégrales suivantes :

1 1 6
2 3 4 B
1) /O(t F1)dt 2) /O(t +3thde 3) /5 d

1 2 1
1) | (-t 5) [ (t*—2%)at  6) [ tzdt
/_81 /;120 /02
7) / at ) / u2du 9) / (1+ ) %ds
1 1 1

Exercice 13 Calculer des primitives des fonctions suivantes en utilisant une intégration
par parties, répétée si nécessaire :
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1
Exercice 14 Pour tout entier naturel n on pose I,, = / (% — 1) d.
0

2n

1. A l'aide d’une intégration par parties, établir que, pour n > 1, I, = —mln_l.
n

2. En déduire la valeur de I,,.

Exercice 15 Calculer des primitives des fonctions suivantes :

1) zlnz 2) (Inx)? 3) x(lnx)?
1

4) n_;r 5) ze® 6) e

7) (e® +1)%e” 8) (e +e%)? 9) x%e7

10) ze®’ 11) ade

Exercice 16 Soit z > 0. On définit les intégrales F'(z) et G(z) par :

F(z) = /196 cos(Int)dt et G(z)= /196 sin(Int) dt

En utilisant des intégrations par parties, prouver que F(z) = zcos(lnz) — 1 + G(z) et
G(z) = zsin(Inx) — F(z). En déduire les expressions de F(z) et G(x).

Exercice 17

1. Soit a € R:, Montrer que si une fonction continue f est paire sur [—a, a] alors la fonction
xX

définie par F(z) = / f(t)dt est impaire.

2. Démontrer un résultat analogue lorsque la fonction f est impaire.

3. Soit g une fonction définie de R dans R, continue et 2w— périodique. Pour tout x € R,
421
on pose G(x) = g(t)dt. Montrer que G est bien définie, continue et dérivable sur

X
R. Calculer sa dérivée.
En déduire que G est une fonction constante sur R..

X
Sous quelle condition la fonction H : z +— / g(t) dt est-elle 27 périodique ?
0

Exercice 18 Soit f une fonction continue sur [0, 1].

1. Montrer, en utilisant le changement de variable x = 7 — ¢ que ’'on a :
™ . T s .
/ xf(sinz)dx = —/ f(sinzx) dx.
0 2 Jo

T sinx

2. En déduire le calcul de I = / ———dzx
o l+4cos“x
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Exercice 19 Décomposer sur R les fractions rationnelles suivantes et en déduire pour
chacune une primitive sur un intervalle ou elle est définie :

z3 2 2z — 1
B =iy RO=ay BE=50
4 2
A = =2 =3 Ba)= v 2 ot C(z) = v

T2+t 1 (x+1)2(2x%2 — 2z —2)

Exercice 20 Décomposer sur R la fraction rationnelle

9
(x—1)3 (22 + 2+ 1)

J dz
(x —1)3 (2?2 + 2+ 1)2

En déduire /

Exercice 21

1
1) A T'aide du changement de variable = = sin 6, calculer I'intégrale / V1—z2dx.
0

Soit @ > 0, déterminer les primitives sur [—a, a] de la fonction z +— /a? — 22,

2) A l'aide du changement de variable 2z = ch §, déterminer les primitives sur [1, +o0o[

de la fonction x — /22 — 1.
1

3) Déterminer les primitives sur R de la fonction z +— iz

4) Déterminer les primitives de la fonction x — Arcsinz sur l'intervalle | — 1, 1] puis
sur l'intervalle [—1, 1].

5) Déterminer les primitives sur R, de la fonction z +— e Ve,

1
6) Calculer / arctan V/z dz
0

Exercice 22 Calculer les primitives suivantes :

1) /ﬁ dr  2) /<m+§>2da: 3) /
4) /ﬁ dx 5) /a:(l—i—x)édx 6) /xQ(l—x?’)édx
/7

1‘5 xz
D [ O ot 9

Exercice 23 Calculer les intégrales définies suivantes :
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2 e d
1) / 22 In zdzx / (Inz)? 3) / @
1 1 2, (zlnz)3

Exercice 24 Trouver le meilleur changement de variables pour calculer le plus com-
modément possible :

1 1 1
b ﬁldt 2) /1+sint—costdt 3) /4—?sintdt
4) 5—3cost dt ) tan 2t 6) 2 —sin’t dt

2
sin“t 1
7 ———dt 8 ——dt
) /1+5c052t ) /sin2t+tan2t
Exercice 25 A l'aide du changement de variable cosz = t calculer l'intégrale I =

3 1
/ —dzx
z sing + sin 2x

x
Exercice 26 A l'aide du changement de variable tg 5= t, déterminer les primitives de

sinx m
la fonction & — ———— sur l'intervalle | — —, 7[.
1+sinx 2

1
Exercice 27 L’objet est de déterminer une primitive de f : z —— f(z) = T o sur
sin” x
] m 371'[
27 27

1. (a) Soit a un réel strictement positif; déterminer les primitives sur R des fonctions
1
e e ——
Ja ar? +1
1

———, T €R,
1+sin2z’

(b) Sans les calculer, montrer que la fonction f: z +— f(x) =

admet des primitives sur R.

(c) A laide du changement de variable tg x = t, déterminer les primitives de f sur
T

=53l
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3
2. (a) A l'aide de la question 1.c déterminer les primitives de f sur ]g, g[
(b) En utilisant les résultats précédents, déterminer une primitive de f sur 'intervalle
™ 37
-2
T et
Exercice 28 Soit F' la fonction numérique définie sur R* par F(x) = - dt.

1
On note par I' sa représentation graphique dans le plan muni d’un repéere orthonormal.

1) Etudier le sens de variation de F.
2) Etudier le signe de f(z) = F(z) —Inz. En déduire lim F(x) et lim F(x).

r—0t T—+00



