Chapitre 1

Nombres complexes:

1 Les nombres réels ne suffisent pas !

1.1 L’équation du second degré a coefficients réels

Dans de nombreux problemes on est amené a résoudre une équation du type:
(E) azx® +bx+c=0

avec a, b, ¢ des réels et a # 0. Comme vous le savez, une telle équation est dite du « second
degré a une inconnue » et, pour mener sa résolution (sans les formules...), on commence
par la réduire a sa forme dite « canonique » , (1.1.0.1). Pour se faire, on compléte le carré :

a

b
=a <x2 + 2—x> +c
2a

et on reconnait le début du développement de

_|_£ 2— 2+2£ _|_ i ?

v 2a -7 2a$ 2a
b\? b\? b\? b2

T+ —) — |+ ‘+ec=alz+—| +c——
2a 2a

b
am2+bx+c:a<x2+—$>+c

d’ou

2
b pe—
ar® + bxr 4+ c=a %a 1a

b\? b2 —dac
= — ] - —7F]. 1.1.0.1
¢ (ac * 2a> 4a? ( )
On pose A = b? — 4ac et on distingue alors trois cas:
2
Premier cas, si A > 0 Dans ce cas, ﬁ = (‘é—az) et (1.1.0.1) implique alors
b VA b VA
— + — ———]=0. 1.1.0.2
a<x+2a+2a><l‘+2a 2a> 0 (1.1.0.2)

!Ce chapitre a été réalisé & partir du cours de premiere année de messieurs P. jaming et J.L. Rouet de
Puniversité d’Orléans.
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Il y a alors 2 solutions distinctes

_ -b-VA b+ VA

r = —— et Tog =
! 2a 2 2a

et (1.1.0.1) s’écrit :
az® +bx +c = a(r — x1)(x — x2).

Ceci permet également de connaitre le signe de ax? 4 bx +c. Si on appelle 7 la plus petite
des deux racines x,x9 et 79 la plus grande, on a 75 > 71, et le signe de ax? 4 bx + ¢ est
donné par :

x ’ 1 r9
a:c2+b3:+c‘sgna 0 —sgna 0 sgna

b 2
Deuxieéme cas, si A =0, (1.1.0.1) s’écrit alors a <:c + 2—> = 0. Il y a alors une seule
a

solution (double) ¢ = ~ % et on a la factorisation
a

b 2
(Il’2+bl‘+C:a(ﬂ?—$o)2:a($+2—> .
a

Troisiéme cas, si A <0, il n’y a pas de racine (réelle) puisque

LY oA
Yo 4a?

positif carA<0

ar’ +br+c=a

1.1.1 Exemples. Résoudre et factoriser 2x> — 8z + 6 = 0.
Le discriminant de cette équation est A = (—8)? —4 x 2 x 6 = 16 = 4% > 0. Les solutions

SO =1 et ap = =G =3 don

sont donc x1 =
222 — 8246 = 2(x — 1)(z — 3).

Résoudre et factoriser 3z% — 12z + 12 = 0.
Le discriminant de cette équation est A = (—12)? —4 x 3 x 12 =0. Il y a donc une seule

solution xg = —2_713 =2et

322 — 122 + 12 = 3(z — 2)%

Résoudre et factoriser 222 + 8z +9 = 0.
Le discriminant de cette équation est A =82 —4 x2x 9= -8 < 0. Il n’y a donc pas de
solution réelle. Toutefois
2x2 + 8z + 9 =2(2% 4+ 4z) + 9
=2((z+2)*-2*)+9=2(z+2)*-8+9
=2(z +2)* +1
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1.1.2 Exercices. Résoudre et factoriser:
1
622—2—-1=0, 322-2V3z+1=0, §x2—|—2x—|—5:0.

1.2 Un peu d’histoire

Nous venons de voir que toutes les équations de degré 2 n’admettent pas nécessairement de racine
réelle. En particulier, ’équation simple 22 = —1 soit :

2?2 +1=0 (1.2.0.1)

n’admet pas de solution dans les nombres réels. Cela dit, les mathématiciens ont introduit un
nombre dit « imaginaire » noté i tel que i = —1 ainsi solution de I'’équation ci-dessus et construit
les « nombres complexes » .

L’introduction de ces nouveaux nombres remonte au XVI®™¢. Les algébristes italiens de 'université
de Bologne (Del Ferro, Tartaglia, Cardan, ...), ont découvert les formules permettant de résoudre
les équations polynomiales du troisieme degré, comme par exemple

2 —Tr+6=0 (1.2.0.2)

Ils ont constaté un fait qui leur a paru incompréhensible. Chaque fois qu’une équation de ce
type possede trois solutions réelles, comme 1, 2 et -3 pour I’équation précédentes, leurs formules
permettant le calcul de ces solutions font intervenir des racines carrées de nombres négatifs (voir
5.1.0.1 page 23). Ils ont alors considéré ces racines carrées comme « nouveaux nombres » qu’ils
ont appelés nombres impossibles. Néanmoins l'introduction de ces nouveaux nombres ne s’est pas
faite sans mal.

1.2.1 Pour aller plus loin 2. En 1637, Descartes dans sa Géométrie, propose d’accepter comme
solution d’une équation non seulement les nombres négatifs, mais aussi ceux qui pourraient com-
porter une racine carrée d’un nombre négatif. Il justifie ceci par un théoréme qui ne sera vraiment
démontré qu’au XIX®™* siecle et qui deviendra le théoreme fondamental de 'algebre :

Une équation de degré n a n solutions, si on accepte les négatives, celles
qui comportent une racine carré d’'un nombre négatif et les multiplicités.

La construction rigoureuse des nombres complexes n’a été achevée qu’a la fin du XVIII¢™¢ siecle.
La notation définitive est due a Euler. Dans « Eléments d’algebre » il écrit en 1774 en s’inspirant
des régles de calcul pour les racines carrées des nombres positifs :

« Maintenant comme —a signifie autant que +a multiplié par —1, et que la racine carrée d’un
produit se trouve en multipliant ensemble les racines des facteurs, il s’ensuit que la racine de a
multiplié par —1, ou \/—a, est autant que \/a multiplié par v/—1.

Or +/a est un nombre possible ou réel, par conséquent ce qu’il y a d’impossible dans une quantité
imaginaire, peut toujours se réduire & /—1. Par cette raison donc, v/—4 est autant que v/4 multiplié
par \/—1 et autant que 2../—1, & cause de \/4 égale & 2. Par la méme raison \/—9 se réduit &
V9.4/=1, ou 3v/—1 et /—16 signifie 4/—1 .

De plus comme +/a multipliée par Vb fait Vab , on aura /6 pour la valeur de v/—2 multipliée par

vV=3.>»

2d’apres « Images, imaginaires, imaginations, une perspective historique pour Pintroduction des nom-
bres complexes » IREM, éd. Ellipse. p. 157
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Exercice

1. Comment écrit-on aujourd’hui des expressions comme « signifie autant que » ou « est autant
que » utilisées par Euler ?

2. Quelles sont les différentes regles du calcul algébrique évoquées par Euler ?
Indiquer les égalités correspondant aux différentes phrases du texte.

3. D’apres la définition, & quoi est égale (/—1)2 ?
En appliquant les regles du calcul algébrique calculez : -1 . v/—1.
Ces deux égalités sont-elles compatibles ?

4. Euler écrit aussi : v/—2./=3 = V6 ! Or, suivant la démarche d’Euler, on va écrire
V=2/=3=V2/=1V3/=1=V2./3.(vV=1)2 = ... = ..

Ces deux égalités sont-elles compatibles ?

1l est donc difficile d’utiliser la notation v/—a pour un réel a > 0, et de continuer & utiliser les regles
de calcul connues pour les nombres positifs. Euler va lui-méme s’apercevoir de ces contradictions.
Aussi décidera-t-il de noter par ¢ (début d’imaginaire ou impossible) la quantité qu’il notait +/—1.

On peut tout de suite noter la régle suivante :

La notation « racine carrée » : |/~ , ne s’utilise qu’avec des nombres réels positifs

2 Forme cartésienne et opérations

2.1 Définitions

Nous avons vu qu’il a été nécessaire d’introduire des nombres ayant un carré négatif. Pour
ce faire, les mathématiciens ont introduit le nombre imaginaire i vérifiant i> = —1 . On
considere alors C, ’ensemble des « expressions » de la forme z = z + yi avec (z,7) € R2.
On dit que z est un nombre complexe.

Définition 2.1.1 L’ensemble des nombres complexes, désigné par la lettre C, est I’ensemble
des expressions de la forme (dite cartésienne)

z=x4yi, on (z,y)eR?® et iZ=-1

e Le nombre réel x est appelé la partie réelle de z. On note x = Rez
e Le nombre réel y est appelé la partie imaginaire de z. On note y =Imz
e Le nombre complexe x —yi est appelé le complexe conjugué de z. On note Zz = x —yi

o Le nombre réel positif \/x? + y? est appelé le module de z. On note |z| = /22 + y?

2.1.2 Le plan complexe.

e A la donnée d’un nombre complexe z = x + yi correspond le couple de nombres
réels (x,7) € R2, on peut associer & un nombre complexe un point et un vecteur du
plan R2. Plus précisément, dans le plan muni d'un repere (O, €, €3) orthonormal,
on associe au nombre complexe z = x + yi le point M de coordonnées (z,y) € R? et

P
le vecteur @ = OM aussi de coordonnées (z,y).

On dit alors que z = = + yi est I'affixe du point M et du vecteur .
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e Deux nombres complexes sont égaux si ils sont les affixes d’'un méme point du plan
c’est-a-dire si et seulement si ils ont méme partie réelle et méme partie imaginaire,
soit

x+yi=a +y'i sietseulementsi z=2"ety=1

e Si M est le point du plan complexe d’affixe z = z+yi alors le point d’affixe z = z—yi
est le symétrique du point M par rapport a ’axe des abscisses.

e Pour z un complexe, son module |z|, est la distance de M & l'origine : OM ou
si 'on préfere la longueur (ou norme) du vecteur @ = OM. Ainsi, le cercle de
centre l'origine et de rayon r est ’ensemble des points du plan d’affixes les nombres
complexes z tels que |z| = r.

2.1.3 Notations

e On écrit 0 pour 07, ¢ pour 17 et —i pour —1i. Ainsion a 2+4+0i =2, —3+1i = —3+1,

V2—1li=v2—i..

e Un nombre complexe z = x 4 yi est dit «réel »si y = Imz = 0, on note alors
simplement z = x.

e De méme z est dit « imaginaire pur » si x = Re z = 0 on note alors z = yi.

e En particulier on note par 0 le nombre complexe dit nul : 0 + 0¢, seul nombre
complexe a la fois réel et imaginaire pur.

2.2 Addition et multiplication

I’addition ou la multiplication de deux nombres complexes est définie exactement de la
méme fagon que celle que vous connaissez sur les fonctions polynémes, le nombre i jouant
le role de la variable. Il faut seulement respecter le fait que % = —1.

Par exemple si f(z) = 3+2x et g(x) = 5—4x, on obtient pour la somme s(z) = f(z)+g(z)
et le produit p(x) = f(z)g(x) :

s(z)
p(z)

(3+2z)+(h—4x)=3+5+2x —4rx=8—2z
(3 +22)(5 — 4x) = 15 — 122 4 10z — 8% = 15 — 2z — 822

Ainsi, pour les deux nombres complexes 3 + 2¢ et 5 — 47 on a :

(3+2i)+ (5 —4i) =345+2 —4i =8 — 2
(3+2i)(5 —4i) = 15 — 12i + 10i — 8i® = 15 — 2i — 8(—1) = 23 — 2i

De facon plus générale, pour z = x + yi et 2/ = 2’ + ¢/i, la somme z + 2’ et le produit 22’
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s’effectuent de la méme maniere, ce qui donne :

242 =(x+yi)+ (@ +yi)=z+yi+a +yi
=(z+2)+(y+y)i
(2.2.0.1)
27 =(x 4+ yi)(z' + yi) = z2’ + xyi + y2'i + yy'i®
=z’ + 2y + yx'i — yy/
=z’ —yy' + (y2' + 2'y)i,

L’addition et la multiplication sur les nombres complexes sont donc définies par les égalités :

(z+yi) + (2" +¢i) = (x +2) + (y + )i
(z +yi) (2 +y'i) = (z2’ — yy') + (y2' + 2'y)i

Remarque : De nombreux cours définissent les complexes avec la notation a + ib. Dans
notre cas, le produit du nombre complexe ¢ = 0 4+ 1¢ par un complexe réel z = x + 0i
donne avec la définition précédente iz = (0 + 1i)(x + 0i) = x4; ainsi on a 2 4 i3 = 2+ 34
et plus généralement a + ib = a + bi.

2.2.1 Interprétation géométrique

Pour deux nombres complexes z = x + yi et 2/ = 2’ + /i et v,0’ les vecteurs du plan
complexe d’affixe z,2’, le nombre z + 2’ est affixe du vecteur v + v’ (la somme s’obtient
par la loi du parallélogramme).

Exercice : Montrer que la mutiplication d’un nombre complexe par ¢ correspond a la
rotation de centre O et d’angle 7.

Exercice : Soit A un nombre réel. Qu’elle est l'interprétation géométrique de la multi-
plication d’un nombre complexe par le réel \ 7

A 7+7

Fia. 1.1 — Le plan complexe: coordonnées cartésiennes
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2.2.2 Premieéres propriétés des opérations

Toutes les propriétés de I'addition et de la mutiplication dans R restent vraies dans C.
Ainsi, il est facile de vérifier que (a faire au moins une fois):

¢ 24+0=04+2=2,12=z1=zet 02=20=0.

o 2+ =242z et 22/ =22

o 2+ (F+2")=(z+7)+2" et 2(22") = (22)7".
o z(2/+2") =22+ 22",

e 22/ =0alorsz=00uz =0

Exercice : Démontrer la propriété : si zz’ = 0 alors z = 0 ou 2’ = 0. Enoncer la propriété
« contraposée » .

Exemple de calcul :

(1—9)((342i) +i(5 — V2i)) = (1 —4)(3 + 2 + 5i + V2)
= (1-))3+V2+Ti)
=3+ V24 Ti— (B34+V2)i+7
=10+ V2 + (4 — V2)i
(z—1)(z+1) =22 4iz—iz+4°
=22+1
(z4+2-3i)(z+i—-1) =22+ —-1+2-3i)z+(2-3i)(i—1)
=22+ (1 -2))z+5i+1

2.2.3 Formule du bindme de Newton

Les coefficients du binéme : C¥ ou ( Z )

Les CF sont définis par CO = C? =1, C¥ =0si k < 0 et si k > n, et par la relation
ch=cr 14k . (2.2.3.1)

On les calcule & l'aide du triangle de Pascal (c’est a dire les formules ci-dessus): on met
des 1 sur le bord du triangle, et chaque élément est la somme des deux éléments au-dessus
de lui. Ainsi

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 5) 1
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le coefficient C¥ est alors le k-itme élément de la n-ieme ligne (les lignes sont comptées &
partir de 0, de méme que les éléments de chaque ligne, par exemple 062 = 15).

Pour n et k des entiers tels que 0 < k < n, les coefficients du binéme peuvent aussi étre
définis par la formule suivante

(2.2.3.2)
oul'onaposé 0l =1et k!l =1x2x...x(k—1)xk. Cette formule ne permet pas vraiment

de les calculer car n! dépasse tres vite les capacités de calcul des ordinateurs, ce qui n’est
pas le cas de la méthode du triangle de Pascal.

Exercice : Montrer qu’a partir de la définition (2.2.3.2) pour les C¥, on a bien (2.2.3.1).

Théoréme 2.2.4 (la Formule du binéme de Newton) Soient z,2' € C, n € N,

(Z + Z/)n _ Z Cszk(zl)n—k
k=0

Le démonstration de ce résultat est obtenue avec une récurrence (a un cran) sur n.

Principe du raisonnement par récurrence (2 un cran...): Supposons que l’on veuille
prouver une propriété P, dépendant d’un entier n, pour tout n > ng. Il suffit de prouver
les deux points suivants :

e P, est vraie (en général ng = 0 mais on rencontre aussi ng = 1 voire ng plus grand).

e Pour un n quelconque, ’hypotheése « P, est vraie » entraine la conclusion « P11
est vraie » (& un cran... Mais parfois, on utilise I'hypotheése Py est vraie pour tout
k < n entraine la conclusion P, ;1 est vraie).

Démonstration du théoréme: Dans le cas qui nous intéresse, la propriété P,, est
n

(Z + Z/)n _ Z Cﬁzk(zl)n—k‘
k=0

Le fait que P; est vraie est trivial: z + 2’ = z + 2. Supposons que P, est vraie: on écrit
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(z4+ )" = (24 2)(z+ )"
= (Y O
k=0

_ chkJrl nk+zckk Nn—k+1

k=0
n

— ZCﬁzHl(z')(”H)_(kH)+ZCﬁzk(z’)("+1)_k
k=0 k=0
n+1

_ ch'qzk’( (n+1)— +ch B(ory D)=k
k'=1

_ Zzl(zl)(n—}—l)—l(cfl—l + Cé) + Zn—}—l + (Z/)n-i-l
=1

n+1
— n+1) I
= Z +1Z
ce qui montre que « P,41 est vraie » et ce qui termine cette preuve. 0

2.2.5 Opposé, différence de nombres complexes

e Pour tout z = x + yi € C, le nombre complexe —1z = —x — yi est I'unique nombre
complexe 2’ tel que z + 2’ = 0; ce nombre complexe est ['opposé de z et on le note
simplement par —z. La différence z — 2’ de deux nombres complexes, est alors définie par
z2—2 =24 (=2).

e Si M et M’ sont respectivement les points du plan complexe d’affixe z et 2/, la différence

—_— sy —
z—2' est Paffixe du vecteur M'M = OM —OM’. Pour le module on a donc |z—2'| = MM'.
Ainsi, le cercle de centre A d’affixe a et de rayon r est I’ensemble des points du plan ayant
pour affixes les nombres complexes z tels que |z —a| = 7.

Exercice : A et B sont les points du plan complexe d’affixes respectives 1 — 57 et —3 + 3i.
- Déterminer ’équation cartésienne de la médiatrice A du segment [AB].
- Déterminer ’équation cartésienne du cercle de centre C' d’affixe 3 tangent a A.

2.2.6 Inverse d’un nombre complexe non nul, quotient

Les calculs sur les inverses ou les quotients utilisent le résultat simple ci-dessous (&
démontrer), qui est par ailleurs souvent utile :

Pour tout z € C, 2z = |2|* (2.2.6.1)

Proposition 2.2.7 Pour tout nombre complexe z € C\ {0}, il existe un unique z’ € C
tel que 22’ = 1.

1
Définition 2.2.8 On note 2’ = = et on dit alors que 2’ est l'inverse de z. Plus généralement,
z
z z 1
siz,2 € C et siz #0, le quotient de z par 2" noté — est défini par — =z x .
z z z
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Démonstration de (2.2.7). Commengons par montrer 1'unicité c’est-a-dire que pour tout
z € C non nul donné, si il existe un nombre 2’ € C tel que 2z’ = 1 alors il n’y en aura pas
d’autre. La méthode est trés générale et s’applique dans de nombreux cas. Son
principe est facile : pour montrer qu'un objet est unique on suppose qu’il en existe deux
de la sorte et... on montre que ces deux sont les mémes... Pour le cas présent, considérons

donc qu'il existe deux nombres complexes 2z’ et 2”7 tels que 2z’ = 1 et 22" = 1. On aurait
alors : 2z’ = 227 donc 22/ — 22”7 = 0 soit z(2' — 2”7) = 0, or puisque z # 0 ce produit est
nul seulement pour z’ — 2”7 = 0 c’est-a-dire pour 2’ = 2” et 'unicité est donc établie.
. . _ 2 = ..
Il reste & montrer l'existence. Comme 2z = |z|°, (2.2.6.1), on a zﬁ = 1 et ainsi :
z
2 = 2, = Z. En posant 2/ = 1, on a en résumé :
|z| zz z
1 zZ
== (2.2.8.1)
z 2z
Ce qui termine cette démonstration. 0

L’égalité précédente est en pratique tres utile. Elle permet entre autre de calculer la forme
cartésienne d’un inverse ou d’un quotient. Par exemple pour un quotient, si z = = + 1y,
2 =a' + iy # 0 alors

z 27 (v+iy)(2 —iy)

227 (' + iy ) (2" — iy')
_xa' +yy' +i(a’y — ay)
B (@)? + (y)?
oz’ gy Ty —xy
CEPE? @R

Evidemment, seule la méthode est a connaitre !

. z
Exercices : Calculer — avec
z

1.z=1—4, 2 =V2+V2i; z2=1—14, 2/ =1+i/3;
2. z2=—3—i, 2 =i, z2=3+2i, 2 =3—2i.

Une solution :

1-i  _ (1-9WV2-v2) _ V2-v2+4i(-v2-v2) V2

V24V2i (V2 V20)(V2 - V2i) NN 2

2.2.9 Conjugaison, module et opérations

Pour terminer cette section donnons quelques relations et propriétés élémentaires.
Concernant la conjugaison on a :

z
1. 242 =2+ 7, 22 =27 et (5)=
z

Y|
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3. z = Z si et seulement si z est réel.

4. z = —Z si et seulement si z est imaginaire pur.

Les preuves sont laissées au lecteur. On retiendra que la conjugaison est compatible aux
opérations (propriétés 1.), et permet avec les trois dernieres relations de déterminer si un
nombre complexe est réel ou imaginaire pur. Concernant le module, on a déja vu que
|z|2 = 2z (2.2.6.1), on a aussi :

5. [Rez| <z, |Imz|<|z|] et |z]=]z]
z,_ 1A
6. |2.2'| = |z].|¢ t —| = .
R R
7. |24 2| <|z| + |7/|, (inégalité triangulaire).
8. [lz =&l < |z = #|.

Le module est donc compatible au produit et au quotient (propriété 6), mais I'on a seule-
ment une inégalité pour la somme : [’inégalité triangulaire. La propriété 5 s’obtient par
des calculs directs. Pour la sixieme on peut par exemple utiliser (2.2.6.1) et la propriété
1. La démonstration de I'inégalité triangulaire n’est pas directe. On a avec (2.2.6.1) :

2+ 2P =+ e+2)=(+2)E+2) = |2 + | >+ 22 + 27
Pour 2% + 22’ = 27 + 27 qui est donc un réel on a la majoration :
27 + 22 = 2Re (27') < 2|27'| = 2|2]|/|

Ainsi, on obtient avec la premiére égalité

|2+ 22 < [z + 2] + 202012 = (2] + [2'])?
ce qui donne I'inégalité triangulaire puisque deux nombres positifs sont dans le méme ordre
que leurs carrés (car la fonction  +— 22 est croissante sur RT). La derniere inégalité (7)
se déduit de la précédente, en écrivant z = (z — 2’) + 2/. 0

Exercices

1. Soit M un point du plan d’affixe z # 0. Construisez le point M’ d’affixe 1/z.

2. Comment faut-il choisir z pour que Z = soit réel 7

3. Déterminer ’ensemble des nombres complexes z tels que (z+ 1)(Z —14) soit un imag-
inaire pur?
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3 Forme polaire d’un nombre complexe

3.1 Nombres complexes de module un, forme polaire

Soit z = z + ¢y un nombre complexe de module 1, alors le point M d’affixe z est un point
du cercle trigonométrique et il existe un réel 6 €] — m, 7| tel que x = cosf et y = sinf
soit tel que z = cos @ + isinf. Géométriquement, 6 représente 'angle entre le vecteur v
d’affixe z et le vecteur e; d’affixe 1. On dit que 6 est I’angle polaire du vecteur v. De plus
pour ¢ un autre réel tel que z = cos @’ +isin®’ alors ¢ = 0 + 2km, k € Z c’est-a-dire que
0’ = 6(mod2r).

Définition 3.1.1 Soit §# € R. On note exp(if) = ¢ le nombre complexe cosf + isin 6.

Premieéres propriétés et formules d’Euler. Pour tout § € R on a :

€W — 671’9, |6i0‘ —1 et (eiG)fl _—y

6i9 + e—i@ ei@ —i6
cos=——— et sinf=-——
2 21

Démonstration : On a e = cosf — isin@ = cos(—0) + isin(—0) = (=9 = ¢~ Ensuite
|e?|? = cos? § + sin? @ = 1 ce qui donne le module et en utilisant (2.2.8.1), I'inverse. Pour
les formules d’Euler, on a cos = Ree® et sinf = Im e'?; on obtient les dites formules en
utilisant la relation 2 page 15. 0

Définition 3.1.2 Soit z € C\ {0} = C*. On appelle argument de z tout réel 0 tel que
e = z/|z|.

Un nombre complexe non nul a une infinité d’arguments qui different par un multiple de
27. Remarquons que si r est le module de z et # un argument de z, alors z = |z ﬁ =ret,

ainsi on obtient la représentation ou forme polaire du nombre complexe z:

u=ré@+

o _. 8
z=re

Fi1a. 1.2 — Le plan complexe: coordonnées polaires
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Pour z = x + yi # 0 et § un argument de z on a: z:\z\ﬁ:]z]<\/f+2+i\/g+ 2)
a2ty w2ty
ainsi : .
cosl) = ——— et sinf = Y

Pour finir ce paragraphe, rappelons le tableau des valeurs de cos et sin:

T 7r T 7r
0 -z Z Z Z
0 6 4 3 2
V3 | v2 |1
6 1| — — — 0
cos 5 5 5
sin 6 0 1 @ @ 1
2 2 2
et les regles élémentaires suivantes:
sin(—0) = —sin @ sin(m + 6) = —sinf sin(m — 6) = sin @
cos(—0) = cos 0 cos(m +6) = —cos b cos(m — @) = —cos @
cos (f+ %) = —sin6 sin (6 + 5) = cos 6.

Il va de soi qu’a défaut de savoir ces formules, il faut savoir les retrouver, en utilisant le
cercle trigonométrique (c.f. figure 1.3 et 1.4).

sin sin
58 cosff - = 58
L) A Y S 8 T S ——— \8
cos0 COES cos -sin@ Sil”:l 0 cos8 cos
R e SHRBf /-8 L /-0
_mople--=cosO __________ T
0 7+9
Fic. 1.3 - Fic. 1.4 -

3.1.3 Exercice

1. Soient z = re® £ 0 et 2/ = r'e®? £ 0. Montrer que z = 2’ si et seulement sil existe
kcZtelquer =1"et =0 +2%kmn.

2. Ecrire sous forme polaire : 1 —i, —1+14, i, 1+iv/3, —v/3 —1i.

s

= . s . ;T —_uT T ; ;T
. Ecrire sous forme cartésienne : 2e e e e e't,
3. Ecrire sous forme cartésienne : 2e's, 3e72'5, e 'c, 3e'™, \/3e'4
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3.2 Argument et produit, interprétation

Proposition 3.2.1 Pour tout 0,0’ € R, on a

. , P
61(9+0) _ 619619 )

Démonstration: 11 suffit de développer le produit,

e O+%) = (cos + isinf)(cos b + isind’)
= cosfcosf —sinfsinf + i(sinf cosd + sin b’ cos )
= cos(0+0') +isin(d+0"),

ou l'on a utilisé les formules de trigonométrie pour écrire la derniere ligne. 0

Cette proposition montre qu’on peut manipuler les exponentielles complexes comme on
a I'habitude de manipuler les exponentielles réelles. Le produit ou le quotient de deux

nombres complexes écrits sous forme polaire s’explicitent alors simplement. En effet, pour

z=re? et 2/ =r'e? on a:

16 60
z re T e T
+0") et pour 2’ # 0, = = o = Zei0=0")
z rez@ r! 619 r!

9 9

27 =re". = /el

En particulier:
arg(z2') = arg(z) + arg(z’) (mod2w) et arg(z/z') = arg(z) — arg(2’) (mod2r).

On peut remarquer que la proposition (3.2.1) permet de retrouver rapidement certaines
formules classiques de trigonométrie. Par exemple,

cos(f + 0') + i sin(f + 0') = O+0) = i
=(cos @ + isinf)(cos ' + isinf)

=cosfcos —sinfsin® +i(cosfsin@ + sinfcosd’).
En comparant les parties réelles et imaginaires des deux membres, on obtient

cos( +0') =cosf cos ' — sin fsin ¢’

(
sin(f + 0) =cosfsin @’ + sinf cos §'.
0')

On peut en déduire cos(6 — 6') et sm(9 6’), soit en remplagant 6’ par —’ soit en recom-
mencant : cos(d — ') + isin(0 — 0') = ¢0=0) = ¢ile—i0" —

3.2.2 Interprétation géométrique

Produit par un nombre complexe de module 1. Soit w € C, de module |w| = 1,
donc w = ¢ Considérons Iapplication Ry, de C—C qui a z associe wz. Si z = rele
alors wz = ret@+%)  egt-a-dire que wz est le nombre complexe de méme module que z
et d’argument 6 + 6y. Ainsi, le point d’affixe wz est obtenu en faisant tourner d’un angle
6o le point d’affixe z. L’application Ry, est donc la rotation d’angle 6y et de centre O
(justifiant & posteriori la notation).

Produit par un nombre complexe. Considérons maintenant a € C* tel que a = pe’®
et I'application qui & z associe az. On a az = porel(ewo), c’est-a-dire que le point d’affixe
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az a pour module pgr et pour argument 6 + 6. On l'obtient donc en faisant tourner le
point d’affixe z d’un angle 6y puis en faisant une homothétie de rapport py (ou en faisant
I’homothétie puis la rotation, ’ordre n’a ici pas d’importance).

Construction de l’inverse de z € C*. Si z = re?, alors 27! = 1/2 = (1/r)e™¥,
c’est-a-dire le nombre complexe de module 1/r et d’argument —6. On effectue donc une
symétrie par rapport & 'axe Oz, suivie d'une homothétie de rapport 1/|z|?> = 1/r2. La
transformation géométrique qui au point d’affixe z associe le point d’affixe z=! s’appelle
I'inversion.

3.3 Applications a la trigonométrie

3.3.1 Formule de De Moivre et applications On établit par récurrence en utilisant
la proposition (3.2.1) que pour tout n € N e = (ei)" | soit :

Pour tout n € N, cosnf +isinnf = (cosd + isind)".

C’est ce qu’on appelle la formule de De Moivre. En utilisant la formule du binéme pour
développer (cosf + isin @)™, on obtient cosnf et sinnf en fonction de cos @ et sin 6.

Par exemple pour n = 3 on a :

cos 30 + isin 30 =(cos § + isin §)>
—cos® 0 + 3i cos? Osin 6 + 3i? cos sin? 0 + i3 sin® 0

= cos® 0 — 3cos O sin® O + i(3 cos? fsinf — sin® 9).
En identifiant les parties réelles et imaginaires des deux membres, on obtient

cos 30 = cos® 6 — 3 cosfsin® 0

sin 30 =3 cos® fsin § — sin® 6.

Si on le souhaite, on peut améliorer ces égalités en utilisant cos? 6 + sin?6 = 1, ce qui
donne alors

cos 30 =4 cos® 0 — 3cos b

sin 30 =3 sin 6 — 4sin> 0.

3.3.2 Linéarisation. L’opération inverse dite de linéarisation est également possible en
utilisant les formules d’Euler (voir page 16). Par exemple,
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:2_3 [6329 + 6—319 + 3(629 + 6—19)]

1 3
=1 cos 360 + ZCOSH

g oi0 _ o—if 3 _ (eio _ e—i6)3
24 2343
-1

- [631'9 _ 30 _ 3<ei9 _ efio)
i

-1 3
= sin 360 + 1 sin 6
3.3.3 Exercices

1. Linéariser cos*#, sin* 6 et cos? 6 sin? 6.

2. Ecrire cos46, sin46 et cos 36 sin 26 en fonction de puissances de cos 6 et sin .
ieme d’

4 Racines n un nombre complexe

4.1 Cas général

Définition 4.1.1 Soit zg € C et n € N*, on appelle racine nme gy nombre compleze zg
tout nombre complexe w tel que W™ = z.

e Par exemple @(1 + 1) est une racine carrée de i, i est une racine carrée de —1 et donc

4(1 + i) est une racine quatrieme de -1!

e Les racines 7M€ de zp sont les nombres complexes w solutions de ’équation en z:

2" — 29 = 0.
e 0 est la seule racine ni®™e de 0 car : =0 2"=0sz"=0<|2|=0<2=0
Proposition 4.1.2 Tout nombre complexe zy € C* posséde eractement n racines pieme
distinctes. De plus pour zy = poe'® la forme polaire de zg, elles sont de la forme :

., 0
wi = /oo €A ke {0,1,-,n— 1}

démonstration. On a donc pg = |z0| et Oy un argument de zp. Les nombres wy sont bien
des racines n'*™M€ de 2, puisque :

00 |k .00 |k . .
— (n/ 2 — +o2m) Oo+k2m) __ Oo _
wz — ( 00 ez( e ﬂ))n = o em( 2+22m) 00 ez( o ) poez 0 = 2,
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Cherchons & présent les autres racines w sous la forme re”. On aura donc r"e™ = pyei?o.
Iy a donc égalité des modules, donc le module d'une racine est r = /pg. Il reste
donc €™ = % c’est-a-dire que les arguments coincident modulo un facteur de 27, soit
nt = 0y + 2k, ou encore
t= 9—0 + E27’[’.
n o n

., 6 k

Ainsi pour tout k € Z, le nombre complexe wy = ¢ poel(ﬁo+52ﬂ) est racine et toutes les
racines sont de cette forme.

Montrons qu’il n’y en a en fait que n distinctes: posons ty = %0 + %2# pour 0 <k <n-—1.
Chaque re’* est racine, et ils sont deux a deux distincts: en effet, supposons que re''* =
re'tt, k # 1, alors (t), — t;) = 2mm, soit k — [ = mn pour un certain m € N*. Mais comme
0<k,j<n—1,onalk—1 <n-—1,donc|m|n <n—1, ce qui force m = 0. Supposons
maintenant que l'on ait une autre racine w, d’argument t; = %0 + %277 pour k£ < 0 ou
k > n — 1. Alors avec la division euclidienne de k par n, il existe 0 < k' <n—1letmeZ
tels que k = nm + k', et Pargument ¢, s’écrit donc %0 + %2# + m27. Ainsi

w— p();ei(%l+%'2n+m27r) _ poiez'(ﬁnhr%'zw) o

ce qui acheve la preuve. 0
ieme de I’

4.2 Cas particulier des racines n unité.

On s’intéresse ici au cas ou zg = 1 et donc aux solutions complexes de ’équation en z
Z"—1=0
la précédente proposition nous donne :

Proposition 4.2.1 Le nombre 1 posséde exactement n racines n*¢"€ distinctes :

W = ein2™ ke {0,1,-,n — 1}

2im/3 dim/3 _ €—2i7r/3 —

Par exemple, les racines cubiques de 1 sont 1, e 42. Les racines

quatriemes de 1 sont 1, —1,4, —i....

=J,e

Une propriété utile des racines Rl Jo Punité est la suivante: si wy est racine M€ de
P'unité autre que 1 (soit k # 0(mod2r)), alors
l+wp+wp+-+wp =0

Pour la preuve, il suffit de multiplier par wy — 1 ’expression précédente ou bien de remar-
quer que 2" —1 = (z —1)(1 + 2z + 22+ --- + 2" 1). En particulier pour k¥ = 1 soit pour
wi = ei%ﬁ, on obtient que la somme des racines n'°™€ de 'unité est nulle soit:

I+w+wr+- - +wp1=0.

4.2.2 Exercice
1. soit z un nombre complexe non nul et d une racine n**™€ de z. Montrer qu’il suffit

de multiplier d aux racines n'®™€ de I'unité pour obtenir les racines n'°™€ de 2.

2. Déterminer les racines cubiques de —8.

3. Factoriser sur C, z3 + 8.
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4.3 L’équation du second degré a coefficients complexes

Proposition 4.3.1 Soient a,b,c € C, avec a # 0. Alors il existe deuz solutions complezes
(qui peuvent étre identiques) a l'équation az® + bz + ¢ = 0.

On procede comme dans le cas réel:

b b? b b2 —4
0 +bzto=ale+ 300" — el t 30"~ )
donc az? + bz + ¢ = 0 est équivalent &
b, b —dac
Py TR
(Z+ 2(1) 4(12

On définit le discriminant A = b? — 4ac, et on distingue deux cas:

. 2_ . , .. ,
e SiA#0° 4a‘§“0 admet deux racines carrées distinctes, notées § et —d. Alors les

solutions sont

et elles sont distinctes.

e SIA=0, —% est racine double.

Remarque Dans le cas particulier des coefficients réels, A € R. Si A > 0, il y a deux
racines réelles distinctes, si A < 0 il y a deux racines complexes conjuguées.

solution sous forme cartésienne On peut vouloir exprimer les solutions sous forme
cartésienne, ce qui sera obtenu si I’on sait déterminer la forme cartésienne des racines
carrées d’un nombre complexe zg = zg + iyp. Une méthode est la suivante. On cherche

les solutions sous la forme z = x + iy.
2 _ .2 _
emarquons par
2zy = o
. . 2 N . ,
ailleurs que si 22 = zg alors |z|° = |zg| c’est & dire que 22 + 32 = |2p|. On est donc amené
a résoudre le systeme

2

; . x
Comme 22 = 2% — y? + 2izy, si 22 = 2 alors {

2

2 — 2 = a9
2 2
® + Yy = |
2ry = Yo
d'on 22 = Zotlzol |Z0|+2Rezo et y? = ‘ZO|2_IU = ‘Zol_QReZO. Comme on a toujours |Re zg| <

R —R . .
|20, ‘ZOH% >0et W% > 0, on peut donc calculer leur racine carrée dans R. On

trouve donc
_ |zo|+Re 2o
ro= R Te
o |z0|—Rezo.
y = £

La condition 2xy = yo = Im 2y permet de déterminer les signes 4. Ainsi, si Imzg > 0
alors xy > 0 donc = et y sont de méme signe. Les solutions sont donc

2y = ¢@WW ot s \/@\/@
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Par contre, si Im zp < 0 alors zy < 0 donc z et y sont de signe opposé. Les solutions sont
donc

z:my#@_yw ot :—W'%RW'%

Ces formules ne sont évidemment pas a savoir, par contre la méthode est a connaitre.

Exemple de calcul des racines carrées de 1 — 1

, . . _,T . 4 . .
e Par les coordonnées polalres 1—i=+2¢ Y4, donc si z = re' est solution de 22 =1 —1
alors 22 = r2e20 = \/2¢™" 7 donc

g

20 = —I42%nr

V2

r
c’est-a-dire
{0 —35 tkn’

s -7
ol k € Z. On a donc deux solutions z; = v/2e7%s et 29 = v/2e's .

e Par les coordonnées cartésiennes. Si z = x + iy est solution de 2?2 = 2 alors 22 =
(22 — y?) + 2izy = 1 — i donc 2% — y* = 1 et zy = —3. Par ailleurs, |z|2 = |1 — 4| donne

1+f —14+V2
2

m2+y2:\/§etavecx —y? =1, on trouve z2 = soit x = +

soit y = +4/ _1%‘/5 Enfin, comme 2zy = —1, x et y sont de signe opposé. Ainsi, les
solutions sont

= 1+\/§— ! et 29 =— 1+\/§+ ! .
Vo2 201+ v32) Vo2 V201 + v2)

En comparant les deux solutions, on en déduit que v/2 cosg = 4/ H'T‘/ﬁ et v2 sing =

1
[14+2 LT 1
COS— 2\/7 Slng— m

2(1+v/2)’
Exercice. Résoudre 22 + /22 + 1“ =

ety—

soit

5 Exercices

5.1 Une formule historique Les algébristes de l'université de Bologne (Del Ferro,
Tartaglia, Cardan, ...), ont découvert au XVI¢ siecle les formules permettant de résoudre
les équations polynomiales du troisieme degré. Par exemple pour I’équation 22 —72+6 = 0
(1.2.0.2 page 7), dont les solutions sont les trois nombres réels 1, 2 et -3, leur formule de
I’époque s’écrivait :

—274+10v/-3  3/—27—10v/-3
Y s + . (5.1.0.1)
9 9
Le but de cet exercice est de montrer que la formule (5.1.0.1) avec les notations utilisées est
trop imprécise (bien que pouvant étre considérée comme exacte modulo les sous-entendus
qu’elle implique).
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. Calculer le carré de iv/3 et —iv/3. La notation /—3 est-elle clairement définie ?

On choisit pour la suite de remplacer /—3 par iv/3 dans la formule (5.1.0.1) (mais
on aurait pu tout aussi bien prendre —iv/3). On considere & présent I’équation

5 —27+10ivV3

- 0 5.1.0.2
- (51.02)

2 3 1 1 5
. Vérifiez que les nombres zp = 1 + §Z 3, 21 = 5 + EZ 3 et zg = 3~ éz\/g sont

solutions de I’équation précédente. Comment peut-on appeler ces nombres 7 La

—27 4+ 10iv3
notation ¥ %ﬂ/’ est-elle clairement définie 7

Si z est solution de (5.1.0.2), le conjugué z est solution de quelle équation ? En

3/ —27 — 10iv/3

déduire des valeurs possibles pour 5

Comment doit-on a présent interpréter la formule (5.1.0.1) ?

5.2 Dessiner les ensembles déterminés dans le plan complexe par les conditions suivantes :

2] <15
z+z=1;
z2—Z=1;

|z =1 =]z + 1| ;

|2 =1,5] = |z +1l ;

24z =22

5.3 Mettre sous forme cartésienne les nombres complexes suivants :

N
207 1+4  1—4

(5—30)(1+1), (2—3i)(2+1) — (4 —23), 1+ 2i + (2i)% + (20)?,

20
3+4i (14100 (1+14)° 14+iV3
2 —3i’ (=97 1—i ‘

5.4 Nombres complexes sous forme polaire :

1.

Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :
5 .y
-5, 2, 2%, —8eT!,

147
—1—iV3, . (V3 —i)%%,
V3 —i ( )
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2. Soient a et b deux nombres réels. Suivant les cas, donner le module et I'argument

de ae®.

5.5 Mettre sous forme de sommes les expressions suivantes :

sin? x, cos’ x, sin* z cos® x, cos® x, sin® z.

Trouver une forme générale pour cos™ z et sin” x (n € N).
5.6
1. Calculer Re (e™®) et Re (—ie™®) (z € R).

2. Mettre les expressions suivantes sous la forme d’un cosinus multiplié par un réel
positif :

2sinx — 2cosx, —26051:+2\/§sin3:, 4cosx — 3sinx, V3 cosz + sin z.

5.7 Soit 6 € [0;27] .
1. Déterminer le module et un argument de z = 1 + € .
2. En déduire le module et un argument de 2 4+ v/3 + i et de (1 + ¢)" (n € N).
3. Justifier 1’égalité suivante, pour tout z € C — {1} :

1— Zn+1

— oo n _ k
ﬁ—l—i—z—i- +z —Zz.

On pose alors C' = Z cos(kx) et S = Zsin(kx). En formant C' 45, calculer C' et
k=0 k=0

S.
5.8 Soit « un réel et £ un nombre vérifiant ’égalité x + — = 2 cos a;
x

1
montrer qu’alors " + — = 2 cosna pour tout n € N (on pourra le montrer de deux fagons
x

différentes).

5.9 Exprimer cos ba en fonction de cos a, puis sin ba en fonction de sina.

5
En utilisant le fait que cos 1—7(; = 0, donner la valeur de cos %

5.10 Calculer les racines carrées des nombres complexes suivants :

1. =3, 4i, 1+ (on en déduira la valeur de cos g et sin g) ;

2. —1+4+4iv/3 et =7 — 6iV/2.
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5.11 Donner sous forme cartésienne les racines de ’équation :

i22 +(2+i)z+1-3i=0

En déduire les solutions de 1’équation :

—iz2 4+ (2-i)z4+1+3i=0

5.12 Résoudre dans C les équations suivantes :

. 2im . _
=i, 2T=8es, HA=2i-7 z2=:5

On donnera a chaque fois les solutions sous forme cartésienne.

5.13 Racines cubiques de 'unité :

2. On pose j = —= + —— i (notation classique en mathématiques). Vérifier que j2 = j,

1. Résoudre dans C I'équation 23 = 1.

V3

2 2
puis calculer 1 + j + 52.

1
3. Déterminer sous forme cartésienne g ‘7‘, (14 5)200% et (1 4 52)2005,
J

Problémes

-1-

Soit z # 1, un nombre complexe tel que 2° = 1.

1. Démontrer que a = z + % est solution de I’équation

224+r—-1=0

. En déduire alors la forme cartésienne des racines cinquiemes de 'unité. Donner la

valeur de cos %” et sin 2%

. Calculer cos% et sin %

-1I-

. Soit n un entier naturel non nul; résoudre ’équation

NN
(aH—Z) _1
x—1

On exprimera les solutions a ’aide de la fonction tangente et on précisera le nombre
de solutions.

. Donner sous forme cartésienne les solutions de I’équation

(x+14)5 = (z —1)°
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3. En déduire I'expression de cot £ et de cot 2?”

-IT1-
Soient @ un nombre réel et n un entier naturel non nul fixés. On considere 1’équation

complexe :
14122 n_l—l—ia (1)
1—iz) 1—ia

1. Soient s et t des nombres complexes ou s # 0, montrer que :

: ot L
|s +t| =|s —t| siet seulement si — est imaginaire pur.
s

2. Sans calculer les solutions de (1) , montrer qu’elles sont réelles.

3. Soit fy I'unique élément de | — T; Z[ tel que tanfy = a. Déterminer en fonction de
6o les solutions de (1).

-IV-
On considere le polynéme complexe P(2) = 23 — (6 + 3i)2% + (9 + 12i)z — 9(2 + 37).

1. Montrer que ’équation P(z) = 0 admet une solution imaginaire pure.
2. Résoudre dans C I’équation P(z) = 0.

3. Si 'on note My, Ms et Ms les images dans le plan complexe des solutions de
I’équation, montrer que MM M3 est un triangle équilatéral.



